Krzywa (Gaussa i pomarancze Fidela Castro
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— Bo wie pan, jakby zmierzy¢ duzo razy ci$nienie, to zawsze wyjdzie krzywa Gaussa.

Doktor Konstanty R. do dociekliwego pacjenta

Mato kto nie styszal o krzywej Gaussa, i co gorsza prawie wszyscy wierzg $wigcie, ze po
zbadaniu dowolnego zjawiska losowego jako$ tam w koncu ona wyjdzie, czyli pojawi sie

wykres funkcji

Jest to zadziwiajacy fenomen spoleczny, skoro 99% populacji (szczegdlnie absolwenci
szkét drednich z ostatnich lat) nie potrafitoby powiedzieé, co znacza robaczki
sktadajace si¢ na powyzszy wzér, tym bardziej ze zawiera on pierwiastek kwadratowy,

koncept nieznany wiekszosci Europejczykéow [1].

Dlaczego najwazniejszy rozklad prawdopodobienstwa ma tak dziwaczna postacé?
Pokazemy, jaki jest jego zwiazek z bardzo naturalnym rozkladem, a mianowicie
jednostajnym na n-wymiarowej kuli o promieniu /7, a doktadniej — zbiorze opisanym

nieréwnoscia
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Rozpatrzmy rzut tego rozkladu na $rednice kuli, czyli np. odcinek [—+/n, v/n] na osi z1.
Jest to rozklad wspélrzednej x1. Nietrudno obliczyé jego gestosé.

Przekrdj kuli ptaszczyzna o réwnaniu z1 = x jest wyznaczony przez nieréwnosé
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jest wiec (n — 1)-wymiarowa kulg o promieniu 7,—1(z). Jak mozna si¢ ostatnio
dowiedzie¢ od studentéw matematyki, objetosé kuli jest funkcja wielomianowa
promienia; prosba o sprecyzowanie postaci wielomianu nierzadko konczy sie sukcesem.
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Mozemy zatem napisa¢ gesto$é rozktadu wspoétrzednej x1:
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Jest to moze mniej oczywiste, niz si¢ wydaje. Nalezy zauwazy¢, ze state ¢, mozna

wyznaczy¢ z zaleznosci
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jako ze fr jest gestoscia i udowodni¢ jako$ (na przyklad z tw. Lebesgue’a o zbieznosci

zmajoryzowanej), ze
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Jesdli zastagpimy rozktad jednostajny na kuli rozktadem
jednostajnym na sferze, wynik bedzie ten sam. Nie trzeba
powtarzaé rachunkéw, wystarczy zdacé sobie sprawe, ze

w wysokim wymiarze prawie cala masa kuli skupiona

jest tuz pod powierzchnia sfery. Autor przekonat sie

o tym naocznie, gdy pod koniec lat siedemdziesiatych
sprzedano mu w sklepie na Grochowie pomarancze w kolorze
szarozielonym, pochodzace z Kuby. Okazalo sie, ze maja one
niezwykle gruba skére. Prosty rachunek pokazuje, ze gdy
grubosé¢ skéry wynosi 20% promienia, to objeto$é miazszu
stanowi tylko 51,2% caltosci. W przestrzeni o wigkszej liczbie
wymiaréw miazszu jest zalosnie mato.

Mato tego, kule mozemy zastapié¢ kostka (moze to by¢
kostka cukru z Kuby, nawet pusta w §rodku) o jednostkowej
krawedzi i rzutowaé rozklad jednostajny na najdtuzsza
przekatna. Taka operacja na kwadracie da gesto$é
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Rozktad Gaussa jest wiec rozkladem granicznym wspoétrzednej x;.

w ksztalcie tréjkata, ale juz na kostce tréojwymiarowej
doprowadzi do gestosci sklejonej z wielomianéw drugiego
stopnia, ktérej ksztatt bedzie przypominaé krzywa Gaussa.
A jak udowodnié, ze gestosé graniczna jest gaussowska?

Rozktad jednostajny na kostce [—1, 2]" jest rozkladem
wektora losowego X = (X1,...,Xn»), gdzie X; sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym
na [—1, 3]. Rzutowanie na najdtuzsza przekatna jest
rownowazne z pomnozeniem X skalarnie przez wektor
jednostkowy, wyznaczajacy kierunek przekatnej, czyli

przejsciem do zmiennej losowej
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ktoéra, zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznym,
ma asymptotycznie rozktad normalny o zerowej sredniej

i wariancji D?*X; = %



