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Problem ten mozna tatwo przedstawi¢ w jezyku

teorii graféw. Dany jest graf pelny (klika) K,

z dodatnimi wagami na krawedziach, ktére odpowiadaja
odleglosciom miedzy miastami. Niech d(u,v) oznacza
wage krawedzi uv (odleglo$é miedzy miastami u i v).
Chcemy znalezé w tym grafie cykl Hamiltona (czyli
cykl przechodzacy przez kazdy wierzchotek doktadnie
jeden raz) o minimalnej sumie wag krawedzi. Poniewaz
cykl musi przechodzi¢ przez wszystkie wierzcholki, wiec
wybor wierzcholka poczatkowego nie ma znaczenia.

Nasuwajacym si¢ rozwigzaniem jest rozpatrzenie
wszystkich mozliwych cykli i wybranie najlepszego

z nich. Jednak zlozonos¢ takiego rozwiazania jest
wykladnicza wzgledem liczby miast, wiec juz dla
nieduzych graféw komiwojazer nie doczeka sie na wynik
takiego obliczenia.

Czesto zdarza sie, ze odleglosci spelniaja dodatkowe
warunki, na przyktad nieréwnos$é trojkqta:

d(u,v) < d(u, w) + d(w,v)
dla kazdej tréjki miast w, v, w. Jest tak na przyklad
— ale nie tylko! — wowczas, gdy miasta sa polozone
na plaszczyznie, a odlegtosci mierzymy w metryce
euklidesowej (to tak, jakby komiwojazer latal samolotem
zawsze w linii prostej). Jezeli wagi krawedzi spelniaja
nier6wnosé tréjkata, to méwimy o metrycznym
problemie komiwojazera.

Oba problemy — ogélny i metryczny — sa NP-trudne, co
oznacza, ze zadne szybkie (wielomianowe) rozwiazania
nie sa znane i bardzo mozliwe, ze w ogdle nie istnieja.
Czy w takim razie nie potrafimy wcale pomoc
komiwojazerowi? Na szczeScie nie jest tak zle. Jezeli
mamy do czynienia z problemem metrycznym, to
mozemy (tym razem efektywnie!) przygotowacé trase,
ktéra bedzie niewiele gorsza od trasy optymalnej — co
najwyzej dwukrotnie dtuzsza.

W rozwiazaniu bedziemy korzystaé¢ z minimalnego
drzewa rozpinajacego grafu. Kilka stow wyjasnienia

dla niewtajemniczonych. Drzewem rozpinajacym

grafu G jest dowolny podgraf G, ktéry jest drzewem

i zawiera wszystkie wierzchotki grafu G. Jesli krawedzie
grafu maja przypisane wagi, to jest sens méwié

o minimalnym drzewie rozpinajacym — jest to po
prostu drzewo rozpinajace o minimalnej sumie wag
krawedzi sposréd wszystkich drzew rozpinajacych.

W jezyku komiwojazera minimalne drzewo rozpinajace
to podzbior wszystkich drég, ktory umozliwia przejazd
miedzy kazdymi dwoma miastami i ma minimalna
taczna dlugosé. Drzewo takie mozna tatwo skonstruowad
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a kazde dwa z nich polaczone sa droga o pewnej dlugosci. W jednym z miast
znajduje si¢ komiwojazer, ktory chce odwiedzi¢ wszystkie miasta w taki sposob,
e aby w kazdym miedcie znalez¢ sie¢ dokladnie jeden raz, a na koniec wedrowki
powrdcié¢ do miejsca startowego. Naszym celem jest znalezienie najkrotszej
mozliwej trasy dla komiwojazera.

w czasie wielomianowym wzgledem rozmiaru grafu,
stosujac strategie zachtanna.

Patrz Cormen, Leiserson, Rivest, Stein Wprowadzenie do algorytmow,
WNT, Warszawa 2005.

Teraz mozemy przedstawi¢ algorytm znajdowania
trasy komiwojazera. Dla utatwienia bedziemy od razu
pokazywaé dziatanie tego algorytmu na przyktadzie

z szeScioma miastami, przedstawionym na rysunku (a).
Poczatkowo komiwojazer znajduje sie w miescie A.

B

F |

D

(a) Kolorowe krawedzie maja koszt 5, czarne 3.

W pierwszym kroku znajdujemy minimalne drzewo
rozpinajace grafu (rysunek (b)).
B

(b) D

Zauwazmy, ze gdyby komiwojazer mogl wielokrotnie
odwiedzaé te same miasta, to jego trasa moglaby
skladaé sie wylacznie z krawedzi drzewa rozpinajacego.
Komiwojazer mogltby sie wtedy poruszaé po drzewie
zgodnie z nastepujacymi zasadami:

e jesli z aktualnie odwiedzanego wierzchotka v
prowadzi krawedz do pewnego nieodwiedzonego jeszcze
wierzchotka w, to nalezy sie tam udad,

o jesli wszystkie wierzchotki polaczone krawedziami

z aktualnym wierzchotkiem v zostaly juz odwiedzone,
to nalezy cofnaé si¢ do wierzchotka, z ktérego weszliSmy
do v,



e jesli aktualny wierzcholek jest wierzchotkiem
poczatkowym i wszystkie sasiadujace z nim wierzchotki
zostaly odwiedzone, to konczymy zadanie.

Latwo zauwazy¢, ze startujac z dowolnego wierzchotka
drzewa, odwiedzimy wszystkie pozostale wierzchotki.
Powyzszy algorytm nazywamy algorytmem
przechodzenia grafu (a w naszym przypadku drzewa)
w glgb. Jeden ze sposobéw przejscia przykladowego
drzewa zostal zaprezentowany na rysunku (c).
Odwiedzamy tu kolejno wierzchotki:
A-C-B-C-D-C—-A-F—-A-F—-A

N\
e

Te

(e)

Okazuje sie, ze mozemy latwo zmodyfikowaé

znaleziong trase tak, aby komiwojazer odwiedzal

kazde miasto doktadnie jeden raz. Wystarczy w tym

celu ,przeskakiwaé” te wierzcholki, ktore zostaly

juz odwiedzone, a na koniec wroci¢ do miejsca

poczatkowego. W naszym przykladzie, zaczynajac

z wierzchotka A, odwiedzimy najpierw wierzchotki

C'i B. Nastepnie, przeskakujac odwiedzony juz

wierzcholek C, przejdziemy do D. Dalej odwiedzimy

wierzchotki F i F', a na koniec wrécimy do

wierzchotka A. Otrzymalidémy wiec przedstawiona

na rysunku (d) trase A—C —-B—-D—E—F — A.

Postepujac w opisany powyzej sposob, zawsze uzyskamy

cykl Hamiltona, czyli poprawng trase dla komiwojazera.
B

(d) D

Zauwazmy, ze trasa ta moze by¢ gorsza od optymalne;j.
W naszym przyktadzie koszt znalezionego rozwigzania
wynosi 22, a koszt optymalnego rozwiazania
(przedstawionego na rysunku (e)) wynosi 18.
Oczywiscie, gdybyémy znalezli inne minimalne drzewo
rozpinajace lub przechodzili drzewo w nieco innym
porzadku (zgodnym z przedstawionym powyzej opisem),
to moglibySmy otrzymac cykl o innym koszcie.
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D
(e)
Pokazemy, ze cykl znajdowany przez przedstawiony
algorytm nie moze by¢ duzo gorszy od optymalnego
cyklu — jego laczny koszt moze by¢ co najwyzej
dwukrotnie wigkszy.

Optymalnym rozwiazaniem jest pewien cykl Hamiltona
C w klice K,,. Usuwajac dowolng krawedz tego

cyklu, otrzymamy pewne drzewo rozpinajace tej

kliki. Wynika stad, ze koszt cyklu C jest wiekszy od
kosztu pewnego drzewa rozpinajacego K,,, wiec tym
bardziej jest wigkszy niz koszt minimalnego drzewa
rozpinajacego.

Gdyby$my po prostu przechodzili w glab minimalne
drzewo rozpinajace (jak na rysunku (c)), to koszt trasy
byltby dwukrotnie wigkszy od sumy wag krawedzi tego
drzewa (kazda krawedzig przechodzimy dwukrotnie).
Omijanie odwiedzonych wierzchotkéw nie zwieksza
kosztu (nieréwnosé tréjkatal), wiec koszt znalezionego
rozwiazania rowniez jest co najwyzej dwukrotnie
wiekszy od sumy wag krawedzi minimalnego drzewa
rozpinajacego. Reasumujac ostatnie dwa akapity,
stwierdzamy, ze:

koszt znalezionej trasy jest nie wiekszy niz dwukrotny
koszt minimalnego drzewa rozpinajgcego i mniejszy niz
dwukrotny koszt najtanszego cyklu Hamiltona.

Czytelnikowi pozostawiamy nastepujace zadanie:
skonstruowaé rodzine grafow, dla ktérej najgorsze
rozwiazania, znajdowane przez algorytm, maja
(asymptotycznie) koszt dwukrotnie wiekszy od kosztu
optymalnego.

Moéwigc fachowo, znalezlisSmy dla metrycznego
problemu komiwojazera algorytm 2-aproksymacyjny,
tzn. szybki (wielomianowy) algorytm przyblizony,
dajacy zawsze wynik o koszcie co najwyzej 2 razy
wigkszym od optymalnego. Dla tego problemu
istnieje takze nieco bardziej skomplikowany algorytm
%—aproksymacyjny i jest to najlepszy wspolczynnik,
jaki udalo sie dotychczas uzyskaé. Dla ogdlnego
problemu komiwojazera nie istnieje zaden algorytm
aproksymacyjny (o ile P # NP).

Algorytmy aproksymacyjne sa aktywnie badane,
poniewaz sg jednym ze sposob6éw atakowania trudnych
probleméw, ktérych nie potrafimy efektywnie
rozwiazywac¢ doktadnie.



