Informatyczny kacik olimpijski (5) —

najwiekszy XOR podciggu

Zadanie kolejnej edycji kacika pochodzi z informatycznych zawodéw

Zastanéwmy sie, jaki co najmniej jest wynik? Jesli dla jakiego$ i mamy a; > 2M

Majgc dany ciqg liczb catkowitych aq,as, . .
ktorego suma XOR (czyli warto$é a;, & a;, & ... a;y ) jest najwieksza.

czesko-polsko-stowackich w Ruzinie, 2005:

.,an, nalezy znaleZé taki jego podcigyg,

Przypomnijmy: dziatanie XOR jest podobne do dodawania w systemie
binarnym, z ta réznica, ze pomijamy przeniesienie. W takim razie i-ty bit
wyniku dzialania XOR na kilku liczbach jest wyznaczony przez i-te bity
argument6w tej operacji (XOR jest laczne i przemienne, wiec mozemy méwié
o ,XORowaniu” kilku liczb naraz). Na przyklad 1011 ¢ 0110 ¢ 1010 = 0111
(w systemie binarnym).

)

to wynik réwniez jest nie mniejszy niz 2M. Niech M bedzie najwiekszym takim
wykltadnikiem (czyli liczby a; sa co najwyzej (M + 1)-bitowe). Zeby otrzymac

wynik nie mniejszy niz

2 M

, nasz podciag musialby mie¢ nieparzysta liczbe a;

nie mniejszych niz 2" — inaczej méwigc, niepatrzysta ilogé takich a;, w ktérych
M-ty bit jest réwny 1. Czy podobne rozumowanie mozemy przeprowadzié¢ dla
nizszych bitéw? Spdjrzmy na (M — 1)-szy bit — chcemy, zeby jednoczesnie
podciag mial nieparzysta ilo$é¢ tych a;, ktérych M-ty bit jest rowny 1, oraz
nieparzysta ilo$é tych a;, ktérych (M — 1)-szy bit jest réwny 1.

Zapiszmy to. Niech b; ; bedzie j-tym bitem i-tej
liczby. Chcemy wiec, zeby dla k = M oraz k = M — 1
nieparzysta byta liczba:

gdzie x; jest réwne 1, jesli i-ta liczbe wybieramy do
podciagu, lub 0, jesli nie. Czyli, piszac inaczej:

N
in . bi,k =1 (HlOd 2)
i=1

Ale to juz wyglada na uklad réwnan liniowych
(modulo 2) z niewiadomymi x;, ktéry potrafimy
rozwiazywac! Jesli oznaczymy przez Ry powyzsze
réwnanie, to rozwiazanie wygladatoby tak:

e Wezmy R := ().

e Dla kolejnych bitéw liczb z wejscia (od pozycji k = M
do k =0):

— Piszemy réwnanie Rj, odpowiadajace bitom
z pozycji k.

— Sprawdzamy, czy spelnialny jest uklad rownan
R U{Rg}.

— Jedli tak, podstawiamy R := R U { Ry} i ustawiamy
k-ty bit wyniku na 1.

Przypomnijmy jeszcze, jak rozwiazywaé uklady réwnan
liniowych — w szczegolnoscei, czesto spotykane na
zawodach programistycznych — modulo 2. Uktad réwnan
zapisuje sie w macierzy — w i-tym wierszu znajduja

sie kolejne wspélezynniki i-tego réwnania (czyli u nas
bk, dlal < j < N), apo nich prawa strona i-tego
réwnania (wyraz wolny 1). Nasza macierz bedzie miala
ostatecznie N + 1 kolumn i co najwyzej M + 1 wierszy.
Stuzy ona jedynie do reprezentacji — operacje na niej
(zamiana dwdch wierszy miejscami, i dodanie jednego
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wiersza do drugiego) maja swoje odpowiedniki

w operacjach na réwnaniach (zamiana dwéch réwnan
miejscami i dodanie jednego rownania do drugiego nie
zmieniaja zbioru rozwiazan ukladu réwnan).

Metoda eliminacji Gaussa, korzystajac z tych dwéch
operacji, sprowadzamy macierz do znanej postaci
schodkowej. Po tej operacji moze sie okazaé, ze uklad
rownan byt sprzeczny — tj. otrzymamy réwnanie 0 = 1.
Jedli za$ tak nie jest, to juz w tym momencie wiemy,
ze uktad ma rozwigzanie. To pierwsze miejsce, gdzie
mozemy wykorzystaé¢ specyfike zadania — zamiast od
razu szuka¢ rozwiazan x;, pozostanmy przy postaci
schodkowej i do takiej macierzy dodawajmy po
jednym wierszu (réwnaniu). Przyniesie to istotne
polepszenie ztozonosci obliczeniowej. Po przejrzeniu
wszystkich bitow chcemy poznaé rozwiazanie x;
otrzymanego ukladu schodkowego R. W tym celu
macierz trzeba dodatkowo sprowadzi¢ do zredukowanej
postaci schodkowej, w ktorej pierwszy niezerowy wyraz
w kazdym wierszu jest jedynym niezerowym wyrazem
w swojej kolumnie oraz jest réwny 1.

Dodatkowe przyspieszenie dziatania juz nie algorytmu,
a samego programu, uzyskamy wykorzystujac ,sztuczke
implementacyjna”: do zapamietania liczby z Z4
wystarczy jeden bit, a dodawanie modulo 2 mozemy
zastapi¢ XORem — wtedy kazdy wiersz macierzy mozna
Lupakowaé” w [%] liczbach, gdzie B jest liczba bitow
w typie catkowitym danego komputera.

Ostateczny algorytm ma ztozonosé O(NM?) —
dominujaca operacja jest dodawanie dwdch wierszy,
wymagajace O(N) krokéw (choé z bardzo mala stala),
ktéra to operacje trzeba wykonaé O(M?) razy.
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