Artykut zostal napisany z inspiracji
Andrzeja Makowskiego.

Taka funkcja r nazywana jest takze
funkcjq wektorowq z tego wzgledu,

ze mozna na nig patrzec jak na pare
zwyklych funkeji z(t) i y(t), opisujacych,
odpowiednio, pierwsza i druga
wspélrzedng punktow krzywej.

Jesli obie te funkcje maja druga
pochodna i jesli te pochodne sg funkcjami
cigglymi, to funkcje¢ r (i opisywana przez
nia krzywa) nazywamy gladkaq.
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Twierdzenie o czterech wierzchotkach
Jerzy KONARSKI®

Rozwazmy gladka zamknieta krzywa plaska C' bez samoprzecie¢. Wiadomo, ze
krzywa taka dzieli ptaszczyzne na dwa obszary: ograniczony i nieograniczony
(twierdzenie Artura Schoenfliesa). Wyobrazmy sobie punkt poruszajacy sie po
tej krzywej ze stala szybkodcia skalarna rowna jednostce dlugosci w jednostce
czasu w ten sposob, ze obszar ograniczony lezy po lewej stronie. Polozenie

r(t) = (x(t),y(t)) punktu w chwili ¢ jest opisane okresowa funkcja gladka

r: R — R2. Funkcje  bedziemy nazywaé unormowang i zorientowang
parametryzacje krzywej C'. Okresem podstawowym jest dlugosé (obwdd)

krzywej C. Z zalozenia o stalej szybkosci wynika, ze 2/(t)? + ¢/(t)? = 1, a wiec
wektor predkosci mozna zapisa¢ w postaci

(1) r'(t) = [2'(t), ' (t)] = [cosp(t), sin p(t)],

dla pewnej funkcji gtadkiej p. Wartosé ¢(t) to kat pomiedzy dodatnia pélosia
pierwszej osi uktadu wspélrzednych a wektorem predkosci punktu w chwili ¢,
mierzony odwrotnie do ruchu wskazéwek zegara. Rézniczkujac réwnosé (1),
otrzymujemy

(2) r"'(t) = ¢'(t)[—sin p(t), cos p(t)].
Oznaczajac k(t) = ¢'(t), mozemy to zapisaé¢ w postaci tzw. wzoréw Fréneta

(3) { 2’ (t) = —k(t)y'(t)

y"(t) = k()2'(t) -
Wynika z nich, po pierwsze, ze wektor przyspieszenia r” (t) jest prostopadly
do wektora predkosci, co jest zgodne z intuicja: skoro punkt ma stata szybkosé
(skalarna), to nie przyspiesza w kierunku ruchu — zatem ,cale przyspieszenie”
dokonuje si¢ w kierunku prostopadtym do ruchu.

Po drugie, widzimy, ze wielko$é¢ (dtugoéé wektora) przyspieszenia w chwili ¢ jest
réwna co do modutu liczbie k(t). Liczbe k(t) nazywa sie krzywizng zorientowang
parametryzacji r krzywej C' w punkcie r(¢). Znak krzywizny zorientowanej

jest dodatni, jesli poruszajacy sie punkt skreca w lewo, a ujemny, jesli skreca

w prawo. Mozna udowodnié, ze zamknieta krzywa ptaska bez samoprzecie¢
ogranicza zbior wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy krzywizna zorientowana jej
parametryzacji unormowanej ma staly znak. Przyktadem krzywej zamknietej
jest elipsa. Jesli obiegamy ja w kierunku odwrotnym do ruchu wskazdéwek
zegara, krzywizna zorientowana jest stale dodatnia (elipsa ogranicza zbiér
wypukly) i na przemian maleje i ro$nie, przyjmujac wartosci ekstremalne

w wierzchotkach elipsy. Wzorujac sie na elipsie, wierzchotkami dowolnej ptaskiej
krzywej zamknietej nazywamy te jej punkty, w ktérych krzywizna zorientowana
osiaga ekstrema lokalne.

Prawie doktadnie 100 lat temu (praca ukazala sie w roku 1909) bengalski
matematyk Syamadas Mukhopadhyaya udowodnil nastepujace twierdzenie,
bedace jednym z pierwszych rezultatow dotyczacych globalnych wlasnosci
krzywych.

Twierdzenie o czterech wierzchotkach. Kazda gladka plaska krzywa
zamknieta C, ograniczajgca podzbior wypukly, ma co najmniej cztery wierzchotki.

Podamy dwa dowody tego twierdzenia: pierwszy — bardziej formalny, bardziej
rachunkowy, drugi — bardziej intuicyjny, bardziej geometryczny.

Oto dowdéd Gustava Herglotza. Niech r bedzie parametryzacja

unormowana C, k(t) jej krzywizng zorientowana i niech d oznacza dlugosé
krzywej C. Funkcje r i k sa okreslone na calej osi liczbowej, ale ze wzgledu na
ich okresowo$¢ wystarczy je rozpatrywaé na dowolnym przedziale dlugoéci d,
np. na [0,d]. Jedli k jest stala, to teza, oczywiscie, zachodzi, bo kazdy punkt C'
jest wierzcholkiem, zalézmy zatem, ze k nie jest stala. Z ciaglosci k i zwartosci
przedzialu [0, d] wynika, ze k osiaga warto$¢ najmniejsza i warto$é najwieksza.
Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze wartodcia najmniejsza jest k(0),
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Rys. 1. Proste x = 2y i * = —2y sa
styczne do krzywej w punkcie (0, 0).
Krzywa w tym punkcie przechodzi

z jednej strony stycznej na druga, co
powoduje, ze krzywizna zorientowana
zmienia znak. Ekstrema leza na poziomej
osi, majg rézne znaki i t¢ samag wartosé
bezwzgledna.

Rys. 2. Ta krzywa to szczegdlny
przypadek slimaka Pascala, ktéry nalezy

do jeszcze szerszej klasy konchoid okregu.

W tym przypadku punkty wspélne
krzywej z prostymi przechodzacymi
przez punkt (0, 0) leza w odlegtosci 1
od przecigcia tych prostych z okrggiem
zaznaczonym linig przerywana. Proste
z=+V3yiz=—V3y sg styczne

do krzywej. Ekstrema krzywizny lezg na
osi pionowej.

Przypominamy, ze gdy we wzorze (4) dla
pewnej wartodci ¢ liczba r jest ujemna,
nalezy odtozy¢ jej bezwzgledna wartosé
po przeciwnej stronie punktu (0, 0).

a warto$cia najwieksza k(e) dla pewnej liczby e € [0, d] (w razie potrzeby
nalezy zlozy¢ r z odpowiednim przesunieciem na osi liczbowej). Przypusémy,
ze C' ma tylko dwa wierzcholki. Wtedy pochodna krzywizny zorientowane;j
jest dodatnia na przedziale (0, ¢) i ujemna na (e, d). Oznaczmy przez L prosta
taczaca punkty 7(0), r(e) € C. Prosta ta ma réwnanie postaci ax + by + ¢ = 0,
dla pewnych liczb a, b, c. Przypomnijmy, ze wtedy warto$¢ wyrazenia

ax + by + ¢ jest dodatnia po jednej stronie prostej L, a ujemna po drugiej,
zatem iloczyn (ax(t) + by(t) 4+ ¢)k'(t) ma staly znak na (0,d), bo w e oba
czynniki zmieniaja znak (i tylko tam — korzystamy z wypuklosci). Zatem calka
fod(ax(t) + by(t) + ¢)k'(t)dt jest rézna od zera. Tymczasem, catkujac przez
czesci, otrzymujemy

d
/O (az(t) + by(t) + o)k (t)dt =
d
= (ax(t) + by(t) + )k(t)[§— /O (az'(t) 4 by’ (t))k(t)dt =

d
- / (ay”(t) — ba" (£))dt = (—ay(£) + b’ ()| = 0.

Korzystaliémy tu z okresowosci funkeji z:(t), y(t) i k(t) oraz ze wzordw

Fréneta (3). Otrzymana sprzecznos$é¢ dowodzi, ze krzywa C ma wiecej niz dwa
wierzcholki. Poniewaz C' ma parzysta liczbe wierzchotkéw (kolejne maksima sa
rozdzielone minimami), to musi ich mieé¢ co najmniej cztery.

Dla Czytelnikéw nieznajacych (lub nielubiacych) calek podajemy szkic innego
dowodu, autorstwa Amerykanina Roberta Ossermana. Oparty jest on

na nastepujacej charakteryzacji krzywizny. Z kazdym punktem p krzywej C

jest zwiazany tzw. okrqg $cisle styczny. Jest to ten z okregow stycznych do C

w punkcie p, dla ktérego parametryzacji unormowanej wektor przyspieszenia w p
jest réwny wektorowi przyspieszenia parametryzacji unormowanej krzywej C

w punkcie p. Okrag ten najlepiej przybliza krzywa C w otoczeniu punktu p.
Otéz, krzywizna krzywej C' w p jest réwna krzywiznie okregu Scisle stycznego

w p, czyli odwrotnoéci jego promienia. Dla dowodu twierdzenia rozpatrzmy
okrag O opisany na krzywej C, czyli taki okrag, ze C lezy w kole ograniczonym
przez ten okrag, i ktéry ponadto ma jeszcze mozliwie najmniejszy promien.

Taki okrag istnieje i jest styczny do C' w co najmniej dwéch punktach, przy
czym tuk pomiedzy dwoma kolejnymi punktami stycznosci nie moze by¢ dluzszy
od potowy dlugosci okregu. Oznaczmy promien okregu O przez R. Jesli O ma
caly tuk wspélny z krzywa C, to punkty tego tuku sa wierzchotkami C'i teza
twierdzenia zachodzi, zalézmy zatem, ze takiego tuku nie ma. W punktach
stycznosci krzywizna zorientowana krzywej C jest wieksza od 1/R, bo krzywa

w otoczeniu kazdego takiego punktu lezy wewnatrz okregu O. Pomiedzy
kolejnymi punktami styczno$ci na C' mozna znalezé punkt, w ktérym krzywizna
jest mniejsza od 1/R. Stad juz wynika, ze krzywizna zorientowana w co najmniej
dwdéch punktach ma maksima lokalne i w co najmniej dwéch punktach ma
minima lokalne.

Zalozenie o wypukloéci nie jest konieczne, jesli krzywa C nie ma samoprzeciec.
Udowodnit to po raz pierwszy niemiecki matematyk Adolf Kneser
w roku 1912. Dowdd Ossermana takze obejmuje ten przypadek.

7 zalozenia o braku samoprzecieé nie mozna zrezygnowacé, jak pokazuje przyktad
6semki z rysunku 1 o parametryzacji

1
r(t) = (sint, 1 sin2t> ,

a dla krzywych o krzywiznie stalego znaku przyktad krzywej z rysunku 2,
opisanej we wspolrzednych biegunowych wzorem

(4)

W obu przypadkach krzywizna zorientowana ma tylko dwa ekstrema.

r=1—2sinp.

Nie mozna réwniez zrezygnowaé z zalozenia o plaskosci. Zanim przejdziemy
do przyktadu, trzeba jednak wspomnieé, ze dla krzywych przestrzennych
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krzywizna zorientowana nie ma sensu. Zamiast niej okresla si¢ krzywizne

jako dlugosé wektora przyspieszenia, czyli drugiej pochodnej parametryzacji
unormowanej. Dla krzywych plaskich w ten sposéb okreslona krzywizna jest
réwna wartoéci bezwzglednej krzywizny zorientowanej. Aby otrzymaé przyktad
zamknietej krzywej przestrzennej, ktorej krzywizna ma dwa ekstrema lokalne,
wystarczy potraktowaé wspomniana przed chwila krzywa (4) jako zawarta

w plaszczyznie opisanej w przestrzeni R® réwnaniem z = 0, a nastepnie rozsunaé
jej dwie galtezie w punkcie (0,0) ,unoszac” jedna z nich nieznacznie do goéry

i yopuszczajac” druga w dol. Krzywizna prawie sie przy tym nie zmieni

i pozostana tylko dwa wierzchotki.

Okazuje sie, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie odwrotne do twierdzenia
o czterech wierzchotkach, udowodnione w 1997 r. przez Szweda Bjorna
Dahlberga.

Twierdzenie. Dowolna funkcja ciggla k : S' — R, majgca co najmniej dwa
minima lokalne i co najmniej dwa maksima lokalne, jest funkcjq krzywizny
zorientowanej pewnej plaskiej krzywej zamknietej bez samoprzeciec.

Pomimo ze od ukazania si¢ pracy Mukhopadhyayi uptynelo juz prawie sto lat,
globalna teoria krzywych ptaskich ciggle zywo sie¢ rozwija, m.in. za sprawa
niedawnych prac matematyka rosyjskiego Vladimira Arnolda.

Na zakonczenie wspomnimy o pewnym zastosowaniu tego twierdzenia w fizyce. Wyobrazmy
sobie ciato stale S o cylindrycznym ksztaltcie i wypuklym przekroju poprzecznym,

znajdujace sie na granicy miedzy dwiema cieczami, bez dziatania sily ciezkosci. Ze wzgledu
na cylindryczny ksztalt ciata istotny jest tylko jego przekréj, rozpatrzmy zatem gladka
wypukly figure plaska F', przecigta prosta P (odpowiadajaca granicy miedzy cieczami).
Metodami chemii fizycznej dowodzi sie, ze cialo jest w réwnowadze wtedy i tylko wtedy,

gdy oba katy ostre miedzy prosta P a stycznymi do F', poprowadzonymi w punktach jej
przeciecia z P, sga réwne pewnej wartosci «, zalezacej tylko od trzech napieé¢ powierzchniowych
odpowiadajacym trzem powierzchniom styku (ciecz Ii I, ciecz 11 S, ciecz 111 S). To czysto
geometryczne zagadnienie zbadali Francuz Marcel Berger z Wlochem Eugenio Calabim
i przy uzyciu twierdzenia o czterech wierzchotkach udowodnili, ze dla takiego ciata istnieja co
najmniej cztery potozenia réwnowagi, w tym polowa to polozenia stabilne.

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 707. Oszacowaé srednia gesto$é¢ Stonca, przyjmujac, ze jego katowy rozmiar
(widziany z Ziemi) wynosi okolo 0,01 radiana.
Rozwigzanie na str. 24

F 708. Oszacowaé grubosé fotosfery Stonca, rozpatrujac réwnowage oddziatywan
grawitacyjnych i sit wynikajacych z ci$nienia materii stonecznej. Przyjaé¢, ze fotosfera
sklada sie catkowicie z wodoru atomowego, a jej grubos¢ jest znacznie mniejsza od
promienia Stonca. Temperatura na powierzchni fotosfery wynosi okoto 6000 K.
Rozwigzanie na str. 24

Redaguje Waldemar POMPE

M 1192. Wykazaé, ze z kazdego 9-elementowego podzbioru zbioru {1,2,3,...,16}
mozna wybraé takie dwie liczby a i b, ze liczba a? + b* jest liczba pierwsza.
Rozwigzanie na str. 24

M 1193. Na bokach BC', CD, DA czworokata wypuklego ABC D zbudowano tréjkaty
réwnoboczne BCE, CDF, DAG lezace po zewnetrznej stronie czworokata (rysunek).
Niech M, N, P beda odpowiednio srodkami odcinkéw AB, EF, FG. Udowodnié, ze
tréojkat MNP jest rownoboczny.

Rozwiazanie na str. 3

M 1194. Na ptaszczyznie dany jest zbiér S punktéw o nastepujacej wlasnosei: dla
kazdego k = 1,2,...,100 istnieje prosta, ktéra zawiera doktadnie k£ sposréd danych
punktéw. Wykazaé, ze zbior S sktada si¢ z co najmniej 2550 punktow.
Rozwiazanie na str. 6
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