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Prefiksem stowa nazywamy dowolny
jego fragment poczatkowy, a sufiksem —
dowolny fragment koncowy.
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Tablice prefikso-sufiksow
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W roku 1971 ukazal sie jeden z najwazniejszych artykuléw zwiazanych

z algorytmika tekstéw: Fast pattern matching in strings (STAM

J. Comput. 6 (1977): 323-350). Autorami byli: Knuth, D.E., Morris Jr, J.H.,
oraz Pratt, V.R. W artykule tym gléwnym problemem bylo tzw. dopasowywanie
wzorca (ang. string-matching). Opisano konstrukcje algorytmu znanego

péZmiej jako algorytm Knutha—Morrisa—Pratta (w skrécie KMP). Kluczowymi
strukturami danych w algorytmie sa tablice zwane failure tables, ktére beda
tematem tego artykulu. Nazywamy je tutaj tablicami prefikso-sufiksow.

Tekst to ciag symboli zadany w tablicy x[1...m], ktérej elementami sa symbole
z pewnego alfabetu A. Liczbe m = |x| nazywamy dlugodcia tekstu. Zalézmy,

ze jedyne dopuszczalne operacje to poréwnania dwéch symboli. Dwa teksty sa
réwne, gdy sa rowne jako ciggi symboli.

Problem dopasowywania wzorca polega na wyszukiwaniu wszystkich
wystapien wzorca z w drugim tekscie y. Na przyklad wzorzec x = aba wystepuje
w stowie y = abababababb i to kilka razy: kolejne wystapienia wzorca konczg sie
na pozycjach 3,5,7,9. Piszemy, ze x = z[1 ... m] ma wystapienie na (koniczacej
wystapienie) pozycji k w tekscie y, gdy x = y[k —m + 1...k].

Prefikso-sufiksem (w skrocie psufiksem) danego tekstu z jest najdluzszy
wladciwy (nie bedacy calym z) prefiks tekstu o bedacy jednoczesnie sufiksem .
W szczegdlnosci psufiksem moze by¢ slowo puste o dlugosci zerowej.

Na przyktad psufiksem tekstu x = abababab jest ababab, bo abababab =
= abababab = abababab i nie ma zadnego dluzszego stowa, ktore wystepowaltoby
jednoczesnie na poczatku i na koficu 2 (poza calym x).

Jesli x jest ustalone, to oznaczmy przez P|[k] rozmiar psufiksu stowa x[1...k].
Tablice P[0...|z|] nazwiemy tablica psufikséw. Warto$é P[0] nie jest oznaczona,
przyjmiemy P[0] = —1. Na przyktad dla 2 = ababababbaa mamy

P[0...11] =[-1,0,0,1,2,3,4,5,6,0,1,1].
Przedstawimy jeden z mozliwych algorytméw liniowych obliczania tablicy P.

Jest to iteracyjna wersja algorytmu rekurencyjnego, ktéry mozna otrzymac,
korzystajac z nastepujacego faktu (zachecamy Czytelnika do zrobienia rysunku):

zljl = =[P[j =1+ 1] = P[j] = Plj — 1] + L

Algorytm Obliczanie- Psufiksow;
Pl0] := —1; t:= —1;
for j:=1 to m do
while ¢t > 0 and z[t + 1] # z[j] do t := P[t];
t:=t+1; P[j]:=t

Zlozono$¢ liniowa wynika stad, ze w kazdej iteracji zwiekszamy wartosé ¢t co
najwyzej o jeden, a wykonanie kazdej operacji t := P[t] zmniejsza warto$é ¢ co
najmniej o jeden.

Zobaczmy, jakie nieoczekiwane zastosowania ma tablica P.

Obliczanie minimalnego okresu. Pojeciem dualnym do psufiksu jest okres
stowa. Okresem tekstu x jest niezerowa liczba naturalna p, taka ze z[i] = z[i + p),
dla kazdego ¢, dla ktérego obie strony sa zdefiniowane. Przez per(x) oznaczmy
minimalny okres x. Okres tekstu x mozemy wyliczy¢ ze wzoru

per(z[l...n]) =n— P[n].
Problem dopasowywania wzorca off-line. Niech |z| = m, |y| =n
oraz niech # bedzie ,nowym” symbolem. Chcemy znalezé wystapienia
wzorca  w tekscie y. Obliczmy tablice P dla stowa x#y. Wtedy x
wystepuje na (koficzacej wystapienie) pozycji k& w y dokladnie wtedy, gdy
Pm+k+1] =m.
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W tym problemie szukamy szablonu,
ktéry mozna przyltozyé kilka razy

do $ciany, tak aby po ,pociagnigciu”
sprayem otrzymaé napis . Chcemy,

zeby szablon byt mozliwie oszczedny
(krétki). Na przykltad do uzyskania stowa
x = abaabaa wystarczy szablon z = abaa
— trzeba go przytozyé na pozycjach 4 i 7.

Co to znaczy on-line? Mozemy
wykorzystac¢ jedynie O(|z|) pamieci,

a tekst y wezytujemy ,litera po literze”,
na biezaco udzielajac odpowiedzi (tekst y
moze by¢ za dlugi, aby zmiescil si¢

w pamigci, albo mozemy nie znac¢ z géry
jego dlugosci).

Rozwigzanie zadania M 1193.

Niech X bedzie takim punktem, ze
tréojkat EGX jest réwnoboczny, jak
pokazano na rysunku. Rozpatrzmy obrét
Rp o $rodku D i kacie —60°. Obrét ten
przeprowadza punkty A i F' odpowiednio
na punkty G i C. Nastepnie rozpatrzmy
obrét Rg o $rodku E i kacie 60°.

Obrét ten przeprowadza punkty G i C
odpowiednio na punkty X i B.

Zatem zlozenie R o Rp jest
przesunigciem, ktére przeprowadza
punkty A i F odpowiednio na punkty X
i B. Wobec tego czworokat AFBX jest
réwnoleglobokiem, skad wynika, ze punkt
M — $rodek odcinka AB, jest réwniez
$rodkiem odcinka FX.

Rozpatrzmy jednoktadnos$é o srodku F

i skali % Jednokladno$é ta przeprowadza
tréjkat réwnoboczny X EG na tréjkat
MNP, a wigc trojkat MNP jest réwniez
réwnoboczny.

Problem najkroétszego stowa pokrywajacego. Wystapienie stowa z

na pozycji k stowa x pokrywa pozycje [k — |z| + 1...k] w slowie . Méwimy,

ze stowo z pokrywa tekst, gdy kazda pozycja w x jest pokryta przez pewne
wystapienie z w x. Chcemy znalezé najkrétsze stowo z, ktore pokrywa tekst z.
Takie z musi by¢ jednocze$nie prefiksem i sufiksem z. Wystarczy policzy¢ jego
dlugosé. Minimalna dlugosé z pokrywajacego z[1 ... k| oznaczamy przez Pokr[k].
Korzystamy pomocniczo z wartosei Z[k]: jest to dlugo$é najdtuzszego fragmentu
z[1...i], ktéry mozna pokry¢ stowem, bedacym najkrétszym pokryciem stowa
x[1...k]. Je$li mamy obliczona tablice P slowa x, to nastepujacy algorytm liczy
wszystkie wartosci Pokr[k]:

Algorytm Najkrotsze- Pokrycie
for i:=1tondo
Zi] =i, Pokr[i] =i

for i:=2tondo
if P[i] > 0 and i — Z[Pokr|[P]i]]] < Pokr[P]i]] then
Pokr|i] :== Pokr|[Pli]], Z|Pokr[P[i]]] := i;

Problem dopasowania wzorca on-line. Zalézmy, ze wyszukujemy wzorzec x
w tekscie y = aqas . . . a, (zakonczonym symbolem #), ktérego symbole
wezytujemy kolejno z wejécia. Na wyjsciu mamy wypisywac 1, gdy po wezytaniu
symbolu a; pozycja i jest jednym z konczacych wystapien x, a 0 w przeciwnym
przypadku.

Algorytm Dopasowanie-on-line
J=0
while true do
czytaj nastepny symbol s tekstu y;
if s = # then STOP
j = nastepny(j, s);
if j = m then write 1 else write 0;

Funkcje nastepny mozemy zaimplementowaé nastepujaco, korzystajac
z tablicy P slowa x:

funkcja nastepny(t, s)
if t = m then ¢ := P[m];
while ¢t > 0 and z[t + 1] # s do t := PJt];
return ¢t + 1;

Jedli x = aba, y = abababababb#, to algorytm wypisze ciag 00101010100.

Algorytm Dopasowanie-on-line z tak dzialajaca funkcja nastepny dziala w czasie
liniowym i jest wersja algorytmu KMP. Oryginalna wersje algorytmu KMP
otrzymamy, gdy zamiast tablicy psufikséw uzyjemy tablicy P’ silnych psufikséw.
Niech |z| = m. Definiujemy P’[m] = P[m] oraz dla j < m definiujemy P’[j] jako
najwieksza liczbe naturalna k > 0, taka ze x[1...k] jest sufiksem z[1...j] oraz
dodatkowo x[j + 1] # z[k + 1]. Jesli takiej liczby nie ma, to P'[j] = —1. Wartosci
tablicy P’ moga by¢ znacznie mniejsze niz wartosci tablicy P. Na przyklad, dla
x = abaab mamy

P0...5]=[-1,0,0,1,1,2]; P[0...5]=][-1, 0, =1, 1, 0, 2].
Oznaczmy przez nastepny! funkcje nastepny, w ktérej zamiast tablicy P
uzywamy P’

Zauwazmy na koniec, ze wartosci funkcji nastepny mozna zawczasu stablicowaé

w tablicy NASTEPNY/j,s]=nastepny(j,s):

Algorytm Obliczanie tablicy NASTEPNY
{Niech x = ajaz ...amn}
NASTEPNY|0,a1] := 1; NASTEPNY[0,s] := 0 dla s # a1;
fori:=1tom—1do
NASTEPNY [i,a;41] =i+ 1;
NASTEPNY i, s] := NASTEPNY [P[i],s] dla s # a;t1;
NASTEPNY [m, s| := NASTEPNY [P[m], s] dla kazdego s;



Po co funkcje nastepny i nastepny/, skoro mozemy skorzystaé¢ od razu z tablicy
NASTEPNY? Jedli rozmiar alfabetu (liczba symboli s) jest duzy, to tablica
NASTEPNY ma rozmiar kwadratowy wzgledem m i nie uzyskamy liniowych
zlozonosci. Natomiast tablica NASTEPNY jest swietna dla matych alfabetéw,
w szczegblnosci dla alfabetu binarnego.

Zakonczymy, stawiajac kilka problemow.

Problem 1. Udowodnij, ze liczba miejsc niezerowych w tablicy NASTEPNY dla
tekstu z nigdy nie przekracza 2 |z|.

Problem 2. Niech ¢ > 2. Udowodnij, ze liczba poréwnan symboli (instrukeji
z[t + 1] # s) w funkeji nastepny/(t, s) (gdzie stosujemy tablice silnych
psufikséw) jest rzedu O(logt), podczas gdy liczba ta w funkeji nastepny(t, s)
(stosujacej tablice P) jest rzedu ©(t). Inaczej méwiac, opdZnienie w algorytmie
Dopasowanie-on-line miedzy wczytaniem kolejnego symbolu z wejscia

i dostaniem odpowiedzi jest logarytmiczne, gdy uzywamy silnych psufikséw,

a liniowe, gdy normalnych.

Problem 3. Udowodnij, ze algorytm Dopasowanie-on-line z implementacja
nastepny! lub nastepny dziata w czasie liniowym.

Problem 4. Zmodyfikuj algorytm Obliczanie- Psufiksow tak, aby w czasie
liniowym liczyt tablice P’ silnych psufikséw.

Problem 5. Napisz liniowy algorytm tablicowania funkcji nastepny!.

Problem 6. Udowodnij poprawnoéc algorytmu Nagkrotsze- Pokrycie.

Problem 7(!!). Napisz program, ktéry dla nieduzych n szybko liczy liczbe
wszystkich ciagéw liczbowych dlugosci n, ktére sa tablicami P dla pewnego

tekstu.

O notacji asymptotycznej w analizie algorytmoéw

tukasz KOWALIK ™

Zalézmy, ze mamy dwa algorytmy dla tego samego
problemu i oba sg poprawne. Ktory z nich jest szybszy?
Od razu powstaje pytanie: jak zmierzy¢ czas dzialania
algorytmu? Cho¢ informacja, ze nasz algorytm dziata
tyle a tyle minut na pewnym komputerze dla pewnych
danych wejsciowych, daje nam jakie$ pojecie o jego
skutecznosci, jest to jednak informacja bardzo niepelna.
Po pierwsze, nie mamy gwarancji, ze na innych danych
(nawet tego samego rozmiaru), ktére moga sie pojawic,
nasz algorytm nie bedzie dziatal znacznie wolniej.

Po drugie, nie mamy zadnego wyobrazenia na temat
dziatania algorytmu dla wiekszych danych. Po trzecie
wreszcie, wraz z postepem technologii pojawiaja sie
kolejne generacje komputeréw i tego typu informacja
szybko sie dezaktualizuje.

Rozwazmy konkretny przyktad algorytmu. Dana jest
tablica liczb naturalnych a[l...n], uporzadkowana
niemalejaco. Nalezy sprawdzi¢, czy a zawiera dang
liczbe z. Uzyjemy klasycznego algorytmu wyszukiwania
binarnego. Z grubsza rzecz biorac, nasladuje on
wyszukiwanie numeru w ksiazce telefonicznej, ale takiej,
w ktorej nie mamy zadnej pewnosci, czy istnieja np.
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jakiekolwiek nazwiska zaczynajace sie na ,A”.
Zaczynamy od poréwnania x z a[|n/2]]. Jesli mielimy
szczedcie, znalezlidmy x i konezymy. Jedli o < a[|n/2]],
wiemy, ze mozemy ograniczy¢ poszukiwania

do a[l...|n/2] — 1], a w przeciwnym przypadku

do a[|n/2] + 1...n]. Powiedzmy, ze zdarzyl sie ten
drugi przypadek. Mamy do czynienia z takim samym
problemem, tylko o potowe mniejszym. Postepujemy
wiec tak samo jak poprzednio, czyli poréwnujemy x

z elementem $rodkowym ciagu a[|n/2] +1],...,a[n].
Ponownie albo znajdujemy x, albo redukujemy
przestrzen poszukiwan o potowe, itd. W koncu moze
sie zdarzy¢, ze przestrzen poszukiwan stanie si¢ pusta
— wtedy konczymy ze stwierdzeniem, ze x nie ma

w tablicy.

Jesli chcemy uniezalezni¢ nasza miare czasu dzialania
algorytmu od konkretnych danych, to — innymi stowy —
chcemy rozwazy¢ wszystkie mozliwe zestawy danych.
Zwykle algorytmy dziataja dtuzej dla wigkszych

danych. Stad naturalny pomyst: jako miare ztozonosci
(szybkosci) algorytmu przyjmiemy maksymalny czas
dziatania algorytmu dla danych rozmiaru n. Jest to tzw.
zloZonosé pesymistyczna. Widzimy, ze jest to funkcja
postaci T': N — N. Spréobujmy znalez¢ funkcje T dla
wyszukiwania binarnego, ale zamiast czasu bedziemy



