Po co funkcje nastepny i nastepny/, skoro mozemy skorzystaé¢ od razu z tablicy
NASTEPNY? Jedli rozmiar alfabetu (liczba symboli s) jest duzy, to tablica
NASTEPNY ma rozmiar kwadratowy wzgledem m i nie uzyskamy liniowych
zlozonosci. Natomiast tablica NASTEPNY jest swietna dla matych alfabetéw,
w szczegblnosci dla alfabetu binarnego.

Zakonczymy, stawiajac kilka problemow.

Problem 1. Udowodnij, ze liczba miejsc niezerowych w tablicy NASTEPNY dla
tekstu z nigdy nie przekracza 2 |z|.

Problem 2. Niech ¢ > 2. Udowodnij, ze liczba poréwnan symboli (instrukeji
z[t + 1] # s) w funkeji nastepny/(t, s) (gdzie stosujemy tablice silnych
psufikséw) jest rzedu O(logt), podczas gdy liczba ta w funkeji nastepny(t, s)
(stosujacej tablice P) jest rzedu ©(t). Inaczej méwiac, opdZnienie w algorytmie
Dopasowanie-on-line miedzy wczytaniem kolejnego symbolu z wejscia

i dostaniem odpowiedzi jest logarytmiczne, gdy uzywamy silnych psufikséw,

a liniowe, gdy normalnych.

Problem 3. Udowodnij, ze algorytm Dopasowanie-on-line z implementacja
nastepny! lub nastepny dziata w czasie liniowym.

Problem 4. Zmodyfikuj algorytm Obliczanie- Psufiksow tak, aby w czasie
liniowym liczyt tablice P’ silnych psufikséw.

Problem 5. Napisz liniowy algorytm tablicowania funkcji nastepny!.

Problem 6. Udowodnij poprawnoéc algorytmu Nagkrotsze- Pokrycie.

Problem 7(!!). Napisz program, ktéry dla nieduzych n szybko liczy liczbe
wszystkich ciagéw liczbowych dlugosci n, ktére sa tablicami P dla pewnego

tekstu.

O notacji asymptotycznej w analizie algorytmoéw

tukasz KOWALIK ™

Zalézmy, ze mamy dwa algorytmy dla tego samego
problemu i oba sg poprawne. Ktory z nich jest szybszy?
Od razu powstaje pytanie: jak zmierzy¢ czas dzialania
algorytmu? Cho¢ informacja, ze nasz algorytm dziata
tyle a tyle minut na pewnym komputerze dla pewnych
danych wejsciowych, daje nam jakie$ pojecie o jego
skutecznosci, jest to jednak informacja bardzo niepelna.
Po pierwsze, nie mamy gwarancji, ze na innych danych
(nawet tego samego rozmiaru), ktére moga sie pojawic,
nasz algorytm nie bedzie dziatal znacznie wolniej.

Po drugie, nie mamy zadnego wyobrazenia na temat
dziatania algorytmu dla wiekszych danych. Po trzecie
wreszcie, wraz z postepem technologii pojawiaja sie
kolejne generacje komputeréw i tego typu informacja
szybko sie dezaktualizuje.

Rozwazmy konkretny przyktad algorytmu. Dana jest
tablica liczb naturalnych a[l...n], uporzadkowana
niemalejaco. Nalezy sprawdzi¢, czy a zawiera dang
liczbe z. Uzyjemy klasycznego algorytmu wyszukiwania
binarnego. Z grubsza rzecz biorac, nasladuje on
wyszukiwanie numeru w ksiazce telefonicznej, ale takiej,
w ktorej nie mamy zadnej pewnosci, czy istnieja np.
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jakiekolwiek nazwiska zaczynajace sie na ,A”.
Zaczynamy od poréwnania x z a[|n/2]]. Jesli mielimy
szczedcie, znalezlidmy x i konezymy. Jedli o < a[|n/2]],
wiemy, ze mozemy ograniczy¢ poszukiwania

do a[l...|n/2] — 1], a w przeciwnym przypadku

do a[|n/2] + 1...n]. Powiedzmy, ze zdarzyl sie ten
drugi przypadek. Mamy do czynienia z takim samym
problemem, tylko o potowe mniejszym. Postepujemy
wiec tak samo jak poprzednio, czyli poréwnujemy x

z elementem $rodkowym ciagu a[|n/2] +1],...,a[n].
Ponownie albo znajdujemy x, albo redukujemy
przestrzen poszukiwan o potowe, itd. W koncu moze
sie zdarzy¢, ze przestrzen poszukiwan stanie si¢ pusta
— wtedy konczymy ze stwierdzeniem, ze x nie ma

w tablicy.

Jesli chcemy uniezalezni¢ nasza miare czasu dzialania
algorytmu od konkretnych danych, to — innymi stowy —
chcemy rozwazy¢ wszystkie mozliwe zestawy danych.
Zwykle algorytmy dziataja dtuzej dla wigkszych

danych. Stad naturalny pomyst: jako miare ztozonosci
(szybkosci) algorytmu przyjmiemy maksymalny czas
dziatania algorytmu dla danych rozmiaru n. Jest to tzw.
zloZonosé pesymistyczna. Widzimy, ze jest to funkcja
postaci T': N — N. Spréobujmy znalez¢ funkcje T dla
wyszukiwania binarnego, ale zamiast czasu bedziemy



zlicza¢ poroéwnania x i elementéow tablicy a. Jest

dosy¢ jasne, ze poréwnan jest najwiecej, gdy x nie

ma w tablicy — algorytm koniczy dzialanie dopiero,

gdy przedzial jest pusty. Widzimy wiec, ze spetniona
jest zalezno$é rekurencyjna T'(n) = 1+ T'(|n/2]) oraz
T(0) = 0. Podstawmy n = 2*. (Gdy n nie jest potega 2,
bierzemy pierwsza taka potege wieksza od n.) Mamy
wtedy

TR =1+TR" ) =14+1+T2" ) =...=k+ 1.
Dostalismy zatem
T(n) =logyn+1,
gdy n jest potega 2 i
T(n) = [logyn] +1
w ogélnosci. (Patrz takze artykul P. Kiciaka w Delcie
10/2007.)

Funkcja T'(n), ktora okresliliSmy przed chwila, unika
wszystkich trzech wymienionych wad ,,podejscia

ze stoperem”: nie zalezy od konkretnych danych,
mozemy obliczy¢ jej wartoéé¢ dla dowolnych, nawet
bardzo duzych wartoéci n i nie zalezy od wtasciwosci
sprzetu. Pozostal do wyjasnienia jeden problem: czy
ma jaki$ zwiazek z ,prawdziwym” czasem wykonania

algorytmu na konkretnym komputerze? Na szczeScie ma.

Na kazdy program uruchamiany w komputerze mozemy
patrzeé jak na ciag tzw. instrukcji maszynowych (np.
poréwnanie, dodanie dwéch liczb, przypisanie itd).
Kazda taka instrukcja maszynowa ma Scisle okreslony
czas wykonania (powiedzmy, w nanosekundach).
Patrzac na algorytm wyszukiwania binarnego, widzimy,
ze pomiedzy dowolnymi dwoma poréwnaniami
wykonywana jest pewna ograniczona liczba instrukcji
maszynowych. Ich czas mozemy wiec ograniczyé przez
pewna stala (powiedzmy, ze dla naszego komputera
jest to 1,23 milisekundy). Otrzymaliby$my jako
wniosek, ze ,prawdziwy” czas dzialania algorytmu

nie przekracza 1,23 - ([logy n] 4+ 1) milisekund. Nasza
funkcja T'(n) reprezentuje wiec ,prawdziwy” czas,

tyle ze z doktadnoscia do statej, przez ktéra trzeba ja
przemnozy¢. Ta stata jest z wielu powodéw klopotliwa
— jak widzieliémy, zalezy od uzytego sprzetu, a jej
dokltadne obliczenie byloby niezwykle zmudne.

W wielu przypadkach stata przed funkcja zlozonosci
jest po prostu nieistotna. Wyobrazmy sobie, ze
wyszukiwanie binarne poréwnujemy z naiwnym
algorytmem, ktéry po prostu sprawdza kolejno komorki
tablicy od a[1] do a[n]. Powiedzmy, ze udalo nam sie
oszacowaé czas algorytmu naiwnego na 0,3n milisekund.
Cho¢ 0,3 < 1,23 to np. dla n = 1000 mamy

1,23 - ([loggn] + 1) = 1,23 - 11 < 0,3 - 1000.
By¢ moze dla pewnych malych wartosci n algorytm
naiwny jest lepszy od wyszukiwania binarnego,
te wartosci nas jednak nie interesuja — wtedy oba
algorytmy dziataja bardzo szybko. Dlatego, podajac
zlozonosé algorytmu, stata pomija sie. Z tych samych
powod6éw pomijamy takze sktadnik 41”7 (nawet gdyby
bylo to ,,4100”).

W podrecznikach algorytmiki ztozonosé czasowa
wyszukiwania binarnego zapisuje sie jako O(logn). Jest
to notacja asymptotyczna lub notacja duzego O. Chyba
czas juz na dokladna definicje. Mowimy, ze

f(n) = O(g(n)),

gdy istnieja takie stale ¢ i ng, ze dla n > ng zachodzi
f(n) <c-g(n).
Dla przyktadu,
1,23 - (Tlogy n] +1) = O(log, n),
gdyz mozemy wziaé np. ¢ = 5 i ng = 2. Oto wigcej
przyktadéw:

1
gnQ +100n = O(n?),

n = 0(n?),
1001ogy n 4+ 10 = O(n),
logygn = O(log, n),
n2™ = 0(2,001").
Podsumowujac: piszac, ze zlozono$¢ czasowa jakiegos
algorytmu jest O(g(n)), mamy na mysli, ze czas jego
wykonania dla danych rozmiaru n nie przekracza

f(n) sekund, dla pewnej funkcji f spelniajacej
f(n) = O(g(n)).

Czy mozna wyszukiwaé liczby w posortowanej tablicy
lepiej niz wyszukiwaniem binarnym? W dowolnej chwili
wykonania algorytmu istnieje pewien przedzial [i, j]
indekséw a, w ktorym liczba x moze sie znajdowac.

Po wykonaniu poréwnania x z pewnym elementem
tablicy a[k] ten przedzial zmniejsza sie do [, k — 1]

lub [k + 1, j]. Widzimy jednak, ze dla konkretnego
algorytmu i tablicy a mozemy tak zlosliwie dobraé =z,
zeby przy kazdym poréwnaniu x byl w wiekszym

z tych dwéch przedziatdéw, a wiec by przedzial,

w ktérym x moze sie znajdowaé, zmniejszal sie co
najwyzej dwukrotnie. Ta argumentacja prowadzi

do dowodu, ze kazdy algorytm musi wykonaé co
najmniej logy n + 1 poréwnan w najgorszym przypadku.
Wiele o0s6b pisze w takiej sytuacji ,,ztozonosé dowolnego
takiego algorytmu jest co najmniej O(logn)”, choé
przeciez w definicji ,,duzego O” mowa jest o gérnym
ograniczeniu. Takie zwyczaje irytowaly Donalda
Knutha, dlatego w 1976 roku wprowadzil analogiczne
notacje 2 i ©. Mianowicie f(n) = Q(g(n)), gdy

istnieja takie state ¢ i ng, ze dla n > ng zachodzi

f(n) > c-g(n) (na przyktad 0,01n? = Q(n)). Poprawnie
jest wiec powiedzieé, ze kazdy algorytm wyszukujacy

w posortowanej tablicy dang liczbe za pomoca
poréwnan ma zlozono$é Q(logn). Mozemy tez
powiedzieé, ze istnieja dane, dla ktérych algorytm
naiwny dziala w czasie Q(n). Wreszcie, w sytuacji

gdy f(n) = O(g(n)) i f(n) = g(n)), piszemy

f(n) =0©(g(n)) (na przyklad log, n = ©(log, n) dla
dowolnych a,b > 1 — dlatego piszemy zwykle po prostu
O(logn) lub ©(logn) bez podawania podstawy — nie ma
ona znaczenia). Mozemy wiec powiedzieé, ze zlozonosé
pesymistyczna wyszukiwania binarnego wynosi O(logn).



