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Eksperyment 1. Ile stron ma kartka papieru? Pomaluj dokladnie
podtuzny pasek papieru. Jesli tylko nie odwrécisz go przy tym na druga
strone, po zakonczeniu malowania pozostanie z jednej strony biaty.

To dlatego, ze prostokat jest powierzchnia dwustronna. Sklej teraz
waskie boki nowego paska, tak by otrzymaé¢ powierzchnie boczna

walca, i powtérz eksperyment z malowaniem, nie przekraczajac

brzegu powierzchni. I tym razem jedna strona kartki pozostanie biata.
Powierzchnia boczna walca tez ma dwie strony. Wez jeszcze jeden
pasek papieru i przed sklejeniem jeden z brzegéw przekreé¢ o 180°.
Powstanie powierzchnia nazywana wstega Mdbiusa (od nazwiska
niemieckiego matematyka i astronoma Augusta Ferdynanda Mobiusa,
ktory w roku 1858 opisal jej wlasnosci). Znowu pomaluj ja uwaznie, tak
by nie przekroczy¢ brzegu. Po zakoniczeniu pracy sprawdz, czy pasek
pozostal gdzies biaty. Okazuje sie, ze wstega nie ma ,biatej strony”,

ma tylko jedna — pomalowana strone. Méwimy, ze wstega Mobiusa jest
powierzchnig jednostronnag.

Eksperyment 2. Kiedy kartka ma 2 strony? Wykonaj z papieru
rozne wstegi skrecone kilka razy i sklejone jak na rysunku 2. Zaczynajac
z dowolnego miejsca narysuj kreske dokladnie w polowie szerokosci kazdej
wstegi. Co zauwazyltes?

Rysujac taka linie, zawsze powrécimy do punktu wyjscia, jednak czasem
bedzie ona przebiegala tylko po jednej stronie papieru, a czasem po

obu jego stronach, chociaz w zadnym przypadku nie odrywalismy
otowka od papieru ani nie przekraczaliémy brzegu kartki. Oznacza to, ze
otrzymane wstegi czasem sa dwustronne, a czasem jednostronne. Zalezy
to od parzystosci liczby skrecen przed sklejeniem paska. Nazwijmy te
liczbe rzedem wstegi. Mamy wiec pierwszy wniosek: Wstegi rzedow
parzystych sa dwustronne, a nieparzystych — jednostronne.

Eksperyment 3. Jak rozpada sie kartka papieru? Jesli przetniemy
prostokatna kartke wzdtuz srodkowej linii, rozpadnie sie ona na

2 prostokaty. Jesli powierzchnie walca przetniemy wzdtuz linii
poprowadzonej przez $rodek, rozpadnie sie ona na 2 powierzchnie walca.

A na co rozpadnie sie wstega Mobiusa przecieta wzdluz linii $rodkowe;j?

Niespodzianka, nie rozpadnie sie wecale (sprawdz)!

Po rozcieciu wstega Mobiusa nadal pozostaje w jednym kawaltku, ale czy

, jest to nadal wstega Mobiusa? A moze to wstega innego rzedu? Sprawdz.

A co stanie sie, jeli przetniemy w potowie wstegi innych rzedéw? Ktore
rozpadny sie, a ktore nie? Z obserwacji tatwo wysnué kolejny wniosek:
Zachowanie wstegi podczas ciecia zalezy od parzystosci jej

| rzedu. Jesli jest on parzysty — otrzymujemy dwie czeSci, a jesli
. nieparzysty — tylko jedna.

Ale co to sg za czesci? Czy sa takie same, jak wyjSciowa wstega? Rozetnij
w polowie wstege rzedu 4. Tym razem sie rozpadta na dwie czesci. Jakie?
Co jeszcze zauwazyltes?

Wstega rzedu 4 po przecieciu rozpada sie co prawda na 2 czesci, ale nie
mozna ich rozdzieli¢, bo sa zapetlone. Czy zawsze tak jest?
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Aby przeanalizowaé to zjawisko, uméwmy sie, ze skrecenia
umieszczamy na przedniej stronie tasmy i zakladamy, ze z tytu tworzy
ona jeden prosty kawatek. Ponadto zamiast skrecen bedziemy odtad
rysowali przej$cia kodowane jak na rysunku 5 (strzalka oznacza, ze

w tym miejscu nalezy tasme obrécié, a potem przyklei¢ do sasiedniej
strzalki zgodnie z zaznaczonym kierunkiem).

o LMW 1

Rys. 5

Zauwazmy, ze gdy mamy parzystg liczbe skrecen (rys. 6a), to,
zaczynajac np. z lewej strony u géry, po parzystej liczbie przejsé
koficzymy po prawej stronie réwniez na gorze, czyli jedna czesé wstegi
zostanie odcigta od drugiej. W przeciwnym przypadku (rys. 6b)
skonczymy po prawej stronie na dole i przechodzac tylem na lewa
strone, nie polaczymy sie z czedcig gérna, od ktérej wyszlismy, tylko
przejdziemy do czesci dolnej, zatem wstega nie rozpadnie sig.

Rys. 6

To, jakiego rodzaju wstegi powstaja po przecigciu danej wstegi

w polowie, réwniez zalezy od parzystosci jej rzedu. Zacznijmy od
przypadku parzystego (rys. 6a). Widzimy, ze kazde skrecenie podwaja
si¢, a kazda z dwéch powstajacych czesci dostaje po jednym z tych
skrecen. Zamazujac w pamieci jedna z czesci, tatwo zauwazymy, ze
kazda nowa czeg$¢ jest wierng kopia pierwotnej. Pozostal przypadek,
gdy rzad wyjsciowej wstegi jest nieparzysty (rys. 6b).

ZauwazyliSmy juz, ze kazde skrecenie podwaja si¢ i ze wstega
pozostaje w jednym kawatku. Czy to oznacza, ze rzad nowej wstegi
jest dwukrotnie wickszy? Ot6z nie! Bo nadal dwa zwoje petli leza
jeden nad drugim. Jedli chcemy wygodnie policzy¢ skrecenia, musimy
wstege sprowadzi¢ do pozycji ze wszystkimi skreceniami ,z przodu”.
Taka operacja wymaga przekrecenia jednej z czeéci o 180°, a przy
tym powstaja dwa nowe skrecenia (mozna to latwo zaobserwowad

na przykladzie wstegi rzedu 1 lub 3). Zatem ze wstegi rzedu n (dla
n nieparzystego) dostajemy wstege rzedu 2n + 2 (czyli ze wstegi
jednostronnej otrzymujemy dwustronng!).

Jesli rozcinamy wstege rzedu zero (powierzchni¢ boczng walca),
otrzymujemy jej dwie niezasuplane kopie. Zalézmy teraz, ze rozcinamy
wstege niezerowego rzedu parzystego. W efekcie otrzymujemy

réwniez jej dwie kopie. Zastanéwmy sie, czy dadzg sie one swobodnie
rozdzieli¢, czy bedg zasuptane, jak w przypadku rzedu 4. Latwiej
przeanalizowad, jesli na rysunkach ,zgnieciemy” paski do linii

i zamiast sytuacji z rysunku 7a bedziemy rysowali t¢ z rysunku 7b.

b)

Rys. 7

Wtedy zauwazymy, ze przy 2n skreceniach, dla n € N\ {0} obie
czesci bedag zasuplane w sposéb przedstawiony na rysunku 8. Przy
nieparzystej liczbie skrecen wstega pozostaje co prawda w jednym
kawalku, ale wtedy réwniez bedzie ciekawie zasuptana sama ze soba,
co przedstawia rysunek 9.

2n +1 przejsé

2n przejsé

SOOI

Rys. 8 Rys. 9

Eksperyment 4. Tnij na potege

Wyobraz sobie, ze wstegi réznych rzedéw kroimy radetkiem o 2 lub 3
ostrzach rozmieszczonych odpowiednio co 1/3 lub 1/4 szerokosci paska
papieru. Rodza si¢ pytania:

Czy wstega pozostaje w jednym kawatku, czy rozpada sie na czesci?

Kiedy tak jest?

A jesli sie rozpada, to na ile czeéci? Czy czeSci te sg wstegami tego
samego typu, co wyjsciowa?

A jesli jest ich wiecej, to czy sa jednakowe?

Czy mozna je oddzielié¢, czy sa ,zasuplane”? A jedli sa zasuplane, to

w jaki sposob?

Chociaz po wykonaniu eksperymentu z radetkiem np. o 7 ostrzach

i wstega o 5 skreceniach otrzymujemy... plataning papieru, z ktorej
niewiele widaé¢, okazuje sig, ze odpowiedzi na te pytania nie sa takie
trudne, bowiem wykonalidmy juz w zasadzie calg pracg. Wystarczy
zauwazy¢, ze przy duzej liczbie cig¢ moga zaj$¢ dwa przypadki: albo
odetniemy czes$¢ w srodku (gdy liczba ostrzy jest parzysta — rys. 10),
albo takiej czesci nie bedzie (rys.11). W pierwszym przypadku
Srodkowa cze$é jest zawsze blizniaczo podobna do pierwotnej (widaé

to po ,zmazaniu” w my$li wszystkich innych czgsci). Czedci inne niz
Srodkowa (niezaleznie od parzystosci ciecia) mozemy rozpatrywaé
po dwie polozone symetrycznie wzgledem $rodka, ktérym czasem
jest drodkowa czgéé, a czasem Ssrodkowy rowek. Wtedy stosuje

sie rozumowanie dla pojedynczego cigcia (po wymazaniu w mysli
wszystkich innych czesci rysunkéw widzimy sytuacje jak na rysunku
z cigciem w polowie tyle samo razy zawinietej wstegi).

Rys. 10
a) T 1 v 1B b)) 1 o 1 L] i
D) 3 2 D) 2 D) D
1 1 1 1 1 1 1
Rys. 11

Teraz tatwo mozna przeprowadzié¢ eksperyment myslowy z krojeniem
wstegi radetkiem o k ostrzach rozmieszczonych co k—}rl szerokosci wstegi.
Co sie wtedy dzieje, np. dla wstegi o 100 skreceniach i radetka o 101

ostrzach?
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