Informatyczny kacik olimpijski (4) — gra na grafie

Dowolne drzewo (tj. graf bez cykli) mozemy ukorzenié¢, wybierajac pewien
wierzcholek jako ,korzen”. W ten sam sposéb mozemy ,ukorzeni¢” dowolny
graf. Niech wiec G bedzie grafem ukorzenionym. Alicja i Bob beda na przemian
usuwacé z tego grafu po jednej krawedzi. Po kazdym ruchu wszystkie wierzchotki
i krawedzie niedostepne z korzenia beda usuwane. Ten, kto nie moze wykonaé
ruchu przegrywa. Kto wygra?

Dojdziemy do rozwiazania krok po kroku. Zacznijmy od prostego grafu —
zbioru rozlacznych Sciezek wychodzacych z korzenia. W ten sposéb nasza gra
automatycznie staje sie znang gra NIM, gdzie dlugosci $ciezek odpowiadaja
wysoko$ciom kolejnych stosow.

Dla przypomnienia — w dwuosobowych, skonczonych grach nielosowych o pelnej
informacji (np. NIM), w ktorej obaj gracze w danej pozycji maja te same
dozwolone ruchy i przegrywa gracz nie mogacy wykonac¢ ruchu, kazdej pozycji
w grze przypisujemy wartos¢ Sprague—Grundy’ego (SG):

e Jedli z danej pozycji nie mozna wykonaé ruchu (czyli przegrywamy) SG = 0,

e W przeciwnym razie SG to najmniejsza nieujemna liczba calkowita, rézna od
wartosci wszystkich pozycji, do ktérych mozna sie ruszy¢ z biezacej pozycji.

Wartoscia SG gry jest warto$é¢ SG jej poczatkowej pozycji.

Przyktadowo, poczatkowa wartos¢ SG gry NIM z jednym stosem to

wysoko$¢é tego stosu, a z N stosami, gdzie na i-tym stosie jest A; krazkéw —
A1 DAy @ ... ® Ay (gdzie @ to binarna operacja XOR, czyli ,dodawanie bez
przeniesienia” w systemie binarnym). Pozycja w grze jest wygrywajaca, gdy jej
warto$¢ SG # 0.

W nastepnym kroku zajmijmy sie ukorzenionymi drzewami. Na poczatek
niech korzen drzewa (v) bedzie polaczony z tylko jednym wierzchotkiem (w),
i niech warto$é¢ SG poddrzewa ukorzenionego w w wyniesie SG(w). W takiej
rozgrywce dowolny gracz moze usunaé¢ krawedz vw, wykonujac ruch do pozycji
0 SG = 0. Co wigcej, ruch wygrywajacy w poddrzewie ukorzenionym w w (czyli
usuwajacy wszystko poza krawedzia vw) doprowadza do SG = 1. W takim razie
SG(v) = SG(w) + 1. Jesli z kolei v ma wiecej sasiadéw, to

SG(v) = (SG(w1)+1) & (SG(w2) +1) & ... (SG(wy) + 1)
(jak w grze NIM). Zauwazmy, ze warto$¢ SG drzewa ma te sama parzystosé, co
liczba jego krawedzi.

Kolejny krok bedzie maly, ale istotny — niech teraz
w grafie istnieje dokladnie jeden cykl A (przechodzacy
przez korzen). Wprowadzimy operacje laczenia
wierzcholkow ze zbioru A — zamieniamy je wszystkie
na jeden wierzcholek (nazwijmy go w), wszystkie
krawedzie prowadzace z innych wierzchotkow

do A podczepiamy do w, a wszystkie krawedzie

w obrebie A staja sie petlami zaczepionymi w w.
Kluczowe spostrzezenie: oryginalny graf G ma te
samg warto$¢ SG, co powstaly graf G’. Dlaczego
tak jest? Rozwazmy gre G + G’ (ktérej wartosé SG
jest réwna SG(G) & SG(G")). Jedli pierwszy ruch
usunie jedna z krawedzi z A (z G otrzymamy H),

to (jak w poprzednim przypadku) mozemy obliczyé¢
SG(H + G'). H ma o jedng krawedz mniej niz G’.
Ale zauwazmy, ze dla dowolnych nieujemnych a i b,
a @ b ma te sama parzystosé co a + b. Skoro H + G’
ma nieparzyscie wiele krawedzi, to SG(H + G') jest
nieparzyste, a wiec niezerowe. Dalej — jedli pierwszy
ruch usuwa krawedz jednego z drzew zawieszonych
w wierzcholkach z A (lub w nowym wierzchotku w G),
to przeciwnik usuwa analogiczng krawedz w drugim
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grafie (G lub G’) i otrzymujemy pozycje H + H’,
gdzie H ma jeden cykl przechodzacy przez korzen,

a H' powstaje przez polaczenie wierzchotkéw tego
cyklu. A skoro (przez indukeje) SG(H 4+ H') = 0, to
SG(G+ H') > 0 (albo SG(H + G’) > 0). Podobnie
rozpatrujemy przypadek, w ktérym pierwszy gracz
usuwa jedna z petli przy nowym wierzchotku w G'.

Ostatecznie SG(G + G') = 0, wiec SG(G) = SG(G').

Pozostaje jeszcze przypadek ogdlny. Dowodd, ze
polaczenie dwoch wierzchotkéw na jednym cyklu
zachowuje warto$¢ SG pozostawiam Czytelnikowi.
PodpowiedZ: Rozwaz:my najmmniejszy graf G, dla ktérego ten postulat
nie jest spelniony. Zadne dwa wierzcholki G nie mogaq byc polaczone

trzema rozlacznymi Sciezkami, czego dowodzimy przez polgczenie
tych dwéch wierzcholkow.

To zadanie bylo nieco innego typu niz zadania

z poprzednich edycji. Znalazlo si¢ tutaj ze wzgledu
na szczegolnie urokliwe rozwiazanie, ktére dostarczyto
nizej podpisanemu wiele radosei (jakkolwiek dopiero
po zawodach, na ktérych sie pojawilo), w nadziei, ze

Czytelnik réwniez je doceni.
Filip WOLSKI



