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i programowaniu funkcyjnym
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Pomiedzy algorytmika i probabilistyka istnieja liczne powiazania. W wielu
przypadkach, gdy nie znamy wzoru pozwalajacego obliczy¢ dokladng wartoscé
szukanej wielkosci, postugujemy sie programami, ktére wykorzystujac
komputerowe generatory liczb losowych, znajduja odpowiednio doktadne
przyblizenie szukanej liczby. Z drugiej strony, istnieja tez algorytmy dajace
doktadne, ale nie stuprocentowo pewne rozwiazania, na przyktad odpowiedz tak
albo nie na pytanie, czy dana liczba jest pierwsza. Czytelnikom zainteresowanym
tematem Algorytmika i probabilistyka polecam ksiazke Mitzenmachera

i Upfala [2]. W tym artykule przedstawie przyklad dokladnego algorytmicznego
rozwiazania probabilistycznego problemu.

Problem. Dane jest hasto oraz stowo utworzone z liter wystepujacych w hasle.
Bedziemy losowali litery z hasta tak dlugo, az otrzymamy dane stowo. Ile
$rednio losowan trzeba wykonaé, aby utworzy¢ dane stowo?

Przyktlad. Dane hasto to stynna kwestia Hamleta to be or not to be. Pytamy:
Ile razy $rednio bedziemy losowaé litery z hasta, by utworzyé¢ stowo bobot?
Teoretycznie mozemy osiagnaé cel juz po pieciu krokach, jesli w pierwszych
pieciu losowaniach otrzymamy litery: b, o, b, o, t, ale prawdopodobienstwo tak
szybkiego sukcesu jest znikomo male — réwne % . 14—3 . % . 14—3 . 13—3

Srednia liczba losowan, ktére trzeba wykonaé, aby otrzymaé cel, jest znacznie
wieksza. Jak ja obliczy¢? Generalnie sa dwa sposoby. Pierwszy — empiryczny,
polegajacy na tym, ze przeprowadzamy n-krotnie symulacje losowania liter

z hasla az do utworzenia danego stowa i obliczamy $rednig liczbe losowan. Drugi
— teoretyczny. Rysujemy graf:

2/13

Rys. 1

Tworzymy odpowiedni uktad réwnan liniowych, dla naszego przykladu jest to
uktad:

zo =14 3x0 + 21, 13 — 220 + 221 = 0,

r1 =14 Sxo+ Z11 + 1522, 13 + Tzg — 11y + 420 = 0,

Ty =1+ 1hwo + Zas, rownowazny z: { 13+ 11z — 13z + 223 = 0,

x3 =14 1530 + 51 + %m, 13+ Txg + 221 — 1323 + 424 = 0,
x4 =1+ w0+ s, 13 + 8z + 223 — 1324 = 0.

Stany zostaly ponumerowane kolorowymi
cyframi.

Niewiadoma z; w tym ukladzie to teoretyczna srednia liczba losowan, ktore
trzeba wykonaé, by przej$¢ od stanu ¢ do stanu koficowego (w naszym
przykladzie 5). Rozwiazujemy uklad. Wyznaczona w ten sposéb wartosé

xo = 1933,82 to szukana teoretyczna $rednia.

Uktad, ktérym postuzyliSmy sie w rozwiazaniu zadania, ma szczegdlna ceche, po
pomnozeniu wszystkich réwnan przez dlugosé hasta 13 i przeniesieniu wszystkich
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wyrazow na lewsa strone, a nastepnie wpisaniu wspdlczynnikdw
do tabeli, zauwazymy, ze tworza one schodkows strukture, ktora
podpowiada sposob rozwiazania ukladu — metoda eliminacji
kolejnych (od konca) niewiadomych.

Po wyeliminowaniu ostatniej niewiadomej przez zastapienie
dwdch ostatnich réwnan odpowiednig ich kombinacja

otrzymujemy tabele wspolczynnikéow uktadu zredukowanego
(rys. 3). Po kolejnych trzech krokach redukcji otrzymujemy

jednowierszowa tabele (rys. 4), ktéra reprezentuje réwnanie
371293 — 192z = 0. Dokladna warto$¢ niewiadome;j

xo = 371293/192. Mozemy teraz wyznaczy¢ pozostale
niewiadome, ale nie bedziemy tego robili, poniewaz odgrywaja
one tylko pomocnicza role i ich wartosci nas nie interesuja.
Przyjmijmy, ze interesujacym nas rozwiazaniem (pierwiastkiem)
schodkowego ukladu réwnan jest warto$é zp (a nie, jak

zwykle, n-tka liczb). Czas rozwiazania schodkowego uktadu
n-réwnan liniowych jest proporcjonalny do n?, podczas gdy
czas rozwiazania dowolnego uktadu réwnan liniowych metoda

13 -2 2

13 7 ~-11

13 11 0

13 7 2

13 8 0 0 2 -13
Rys. 2. Tabela wspélczynnikéw ukltadu.

13 ) 2

13 7 ~11 4

13 11 0 -13 2

221 123 26 0 —161

Gaussa—Jordana jest proporcjonalny do n3.

Rys. 3. Tabela wspétczynnikéw
uktadu zredukowanego.

371293

—192

Rys. 4.

Rozwiazanie problemu sformulowanego na wstepie w ogdlnym

przypadku, czyli teoretyczna oczekiwana (Srednia) liczba

losowan liter z danego hasta, ktore trzeba wykonaé, by
otrzymac dane stowo docelowe, to pierwiastek schodkowego ukladu réwnan
zdeterminowanego przez dane hasto i docelowe stowo. Te ogdlng idee mozemy
zapisaé formalnie w postaci nastepujacej definicji w Logo:

oto olilo :has%o :cel
wynik pierwiastek sur :haso :cel
juz

Rézni sig¢ ona od sformulowania w naturalnym jezyku drobnymi szczegdtami
notacyjnymi i tym, ze zamiast pelnych sformulowan: ,oczekiwana liczba
losowan” oraz ,schodkowy uktad réwnan” uzywamy skrétéw olilo oraz sur.
Faktycznie olilo jest funkcja, ktora dla danych dwdch stow wyznacza wynik
liczbowy. Jest ona zlozeniem dwodch bardziej elementarnych funkcji: funkcji
pierwiastek, ktéra majac dany dowolny schodkowy uktad réwnan liniowych,
znajduje jego rozwigzanie, z funkcja sur, ktéra dla danych dwéch stéw (hasta

i celu) generuje odpowiedni schodkowy uklad réwnan. Zeby postuzy¢ sie funkcja
olilo, musimy jeszcze zdefiniowaé funkcje pierwiastek oraz sur. Ale przedtem
kilka stéw o waznej idei programowania.

Przez wiele lat w informatyce zdecydowanie dominowaly jezyki programowania
imperatywnego. 7 czasem zaczely zyskiwaé znaczenie inne metody i jezyki
programowania: programowanie funkcyjne, programowanie w jezyku

logiki oraz programowanie zorientowane obiektowo. Programowanie
imperatywne jest nieodlacznie zwiagzane z tzw. mysleniem operacyjnym. Kiedy
tworzymy lub analizujemy programy i chcemy je rozumie¢, myslimy o ich
wykonawcy — o rzeczywistym komputerze z jego rejestrami, czyli komérkami,
w ktorych zapisujemy slowa zerojedynkowe albo o wirtualnej maszynie z jej
zmiennymi, ktére majg wartosci okreslonych typow. Komputerowa realizacja
kazdego zadania algorytmicznego redukuje sie w konicu do odczytywania
wartosci zmiennych, wykonywania na nich jakichs operacji elementarnych

i zapamietywania wynikéw jako nowych wartosci innych zmiennych
(przypisywania ich innym zmiennym). Stad tak wielkie znaczenie instrukcji
przypisania, ze jej symbol (dwuznak :=) stal sie wrecz symbolem calej
informatyki, a przynajmniej symbolem programowania. Programowanie
funkcyjne oznacza zasadniczg zmiane w stosunku do myslenia operacyjnego.
Kiedy tworzymy programy lub odczytujemy ich znaczenie, nie myslimy o ich
wykonawcy — realnej lub wirtualnej maszynie — tylko o zaleznosci funkcyjnej
wyniku od danych. Jesli jest to zalezno$é¢ nieelementarna, probujemy roztozy¢
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ja na funkcje bardziej elementarne (przedstawié ja jako superpozycje

bardziej elementarnych funkcji). Tak wladnie zdefiniowaliémy funkcje olilo.
W programowaniu funkcyjnym zasadniczo nie postugujemy sie instrukcja
przypisania. Ambitnym Czytelnikom polecam obszerng monografie poswiecona
programowaniu funkcyjnemu [1].

Teraz zdefiniujemy funkcje pierwiastek. Jej dana jest schodkowy uktad
réwnan, ale w jakiej postaci? W Logo zlozone struktury danych reprezentujemy
w postaci list. Schodkowe uklady réwnan bedziemy reprezentowali jako

listy kolejnych wierszy wspélczynnikéw. Uklad przedstawiony na rysunku 2
reprezentuje nastepujaca lista list:

[[138002-13][13720-134][13110-132][137 -11 4][13 -2 2]].

Uktad sktadajacy sie z jednego tylko réwnania pierwszego stopnia przedstawiony
na rysunku 4 reprezentuje lista, ktérej jedynym elementem jest lista dwoch liczb:

[[371293 -192]].

Pierwiastek danego schodkowego uktadu réwnan obliczamy w nastepujacy
sposob. Jesli uklad jest elementarny — jest tylko jedno rownanie reprezentowane
przez liste postaci [[a bl], gdzie a oraz b to dwie liczby catkowite, wynikiem
jest utamek reprezentowany przez liste dwéch liczb [a -b]. W przeciwnym
przypadku wynikiem jest pierwiastek reduktu danego uktadu réwnan.

oto pierwiastek :sur

jesli dtugosé :sur = 1 [wynik lista pierw pierw :sur -1 * ost pierw
:sur]

wynik pierwiastek redukt :sur

juz

Redukt nieelementarnego schodkowego uktadu rownan wyznaczamy, zastepujac

pierwsze dwa réwnania (wiersze wsp6lczynnikéw) ich odpowiedniag kombinacja.

oto redukt :sur

wynik nap kombinacjaRéwnan element 1 :sur element 2 :sur bp bp :sur
juz

Kombinacje dwoch rownan reprezentowanych przez dwie réwnej dlugosci listy
wspolczynnikéw wyznaczamy w nastepujacy sposob: od iloczynu pierwszego
réwnania przez ostatni wspélczynnik drugiego odejmujemy iloczyn drugiego
réwnania przez ostatni wspélczynnik pierwszego i ta réznica bez ostatniego
elementu jest wynikiem.

oto kombinacjaRéwnan :rl :r2
wynik bo ((ost :r2) * :rl —- (ost :rl) * :r2)
juz

W zadnej z powyzszych trzech definicji nie uzyliSmy instrukcji przypisania.
Teraz mozemy juz uzy¢ funkcji pierwiastek i sprawdzi¢ poprawnos$é¢ naszych
definicji. Po napisaniu polecenia

pokaz pierwiastek [[138 002 -13][137 20 -134][13 11 0 -13 2]
[13 7 -11 4] [13 -2 2]]

komputer wypisal na ekranie tekstowym: [371293 192]. Jest to doktadna
warto$é szukanego pierwiastka w postaci pary [licznik mianownik]. Ten test
wypadl pomyélnie, ale by rozwiazanie problemu sformulowanego na wstepie byto
kompletne, trzeba jeszcze zdefiniowaé funkcje sur. Zdefiniowanie tej funkcji
pozostawiam Czytelnikowi. Kompletne rozwiazanie zadania mozna znalezé

na stronie internetowej Delty.
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