Matematyka a krokodyle, proporcja plci
i przetrwanie gatunku

Marek BODNAR* Krokodyle (C’mcod.ilz'a) sa je'dynym Zyj@'(;)'fm pfzecl.stawicielem grupy gadow
naczelnych. Innymi znanymi przedstawicielami tej grupy byly dinozaury, ktore

wymarty okoto 65 mln lat temu, w kredzie. Natomiast krokodyle przetrwaly
w prawie niezmienionej formie od tamtych czaséw. Wystepowaly one wtedy
na znacznie wiekszym obszarze niz teraz — ich szczatki znaleziono daleko

na pétnocy w Kanadzie i w Szwecji. Pojawia si¢ zatem pytanie: dlaczego
krokodyle przetrwaty?

W odréznieniu od wiekszosci gatunkow kregowcow, ktérych pleé jest
wyznaczona genetycznie, pte¢ mtodego krokodyla zalezy od temperatury,

w jakiej bylo ,wysiadywane” jajo. Zjawisko to, zwane termiczng determinacja
plci, spotykamy czesto wsréd gadéw. Nasze rozwazanie przeprowadzinmy

na przykladzie aligatora amerykanskiego (Alligator mississippiensis). Jesli jego
jaja sa inkubowane w temperaturze 30°C lub nizszej, to wylegaja sie z nich
same samice. Gdy jaja sa inkubowane w temperaturze 33°C, to wylegaja sie
same samce. Natomiast gdy jaja przebywaja w temperaturze powyzej 35°C, to
wykluwa sie 90% osobnikéw zeniskich, lecz zwykle nie sa one zdolne do zZycia.

Mozesz zadaé¢, Czytelniku, pytanie: ,,Co do tego wszystkiego ma matematyka?”
Ot6z, skonstruujemy bardzo prosty matematyczny opis rozwoju populacji
krokodyli, ktéory wskaze, ze opisany powyzej sposéb determinacji plci osobnikow
moze w znaczacy sposob zwiekszy¢ zdolnosé przetrwania gatunku.

W celu opisania rozwoju populacji krokodyli za pomoca aparatu
matematycznego potrzebujemy pewnej dodatkowej wiedzy biologicznej

o zachowaniu si¢ tych gadéw. Gniazda krokodyli zalozone blizej wody,

w bardziej mokrym gruncie, maja nizsza temperature i wykluwa sie w nich

*Instytut Matematyki Stosowanej wigkszy odsetek samic niz w gniazdach polozonych dalej od wody (gdzie grunt
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski jest bardziej suchy), ktére sa ,cieplejsze”. Dla uproszczenia rozwazymy jedynie
dwa rejony legowe: rejon I, w ktérym wylegaja sie
% samic, wylacznie samice i rejon II, w ktérym wylegaja sie tylko
ktore sie samce. Rysunek 1 ilustruje to przyblizenie rzeczywistej
wykluja .. , . . .
sytuacji (ktéra odzwierciedla wykres funkcji zaznaczony
100% == =========~ X X linia kolorowa). Choé¢ w rzeczywistosci nie ma takiego
\ \ skoku, jak zakladamy, to przyblizenie ulatwi nam analize,
' | a otrzymany wynik okazuje sie w obu przypadkach
E E podobny.
. : : odlogloss Niech f(t) oznacza liczebno$é populacji samic, natomiast
! I rejon ! T rejon | gniazda m(t) — liczebno$¢ populacji samcéw. Poniewaz samice
: ' ' od wody zwykle szukaja na gniazdo miejsca najbardziej zblizonego
Rys. 1. Realistyczna (kolor) i przyblizona (czarny) funkcja do tego, w ktérym same SIQ Wykhﬂy, to preferuj@

obrazujaca odsetek samic, ktére wylegaja si¢ w gniezdzie

zakladanie gniazd w rejonie I. Jednakze ograniczona
krokodyli, w zaleznos$ci od odleglosci tego gniazda od wody. g ] J &

liczba miejsc na gniazda w tym rejonie powoduje, ze
cze$¢ samic musi szukaé¢ miejsca legowego w rejonie I1.

odbféilz Przyjmijmy, ze w rejonie I zaklada gniazda
1 —kl
kv + f

sposréd wszystkich samic. Ulamek ten znéw jedynie

przybliza rzeczywisty odsetek samic, ktore zakladaja

gniazda w rejonie I (gdyz jesli liczba samic f jest

mniejsza od liczby miejsc legowych w rejonie I réwnej kq,

to wszystkie samice powinny w rejonie I pozostad). Jak

1 liczba poprzednio, to przyblizenie utatwi analize, ale nie zmieni
samic , . . . .

koncowego wyniku. Na rysunku 2 widzimy wykres funkcji
Rys. 2. Odsetek samic, ktére moga zalozy¢ gniazda w rejonie I. . . . , .. .
Lini i blisona fankeie. kol obrazujacej odsetek samic, ktore moga zalozy¢ gniazda
1Nnlg czarng zaznaczylismy przyblizong Iunkcje, kolorowg . .
— funkcje rzeczywista. W rejonie 1.

) I,
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Wobec tego, z rejonu I do II w poszukiwaniu miejsca
na gniazda udaje sie

k1 O f?
(1_k1+f>f_k1+f

W rejonie II takze istnieje ograniczona liczba ks miejsc
legowych. Zatem tylko

samic.

ko
samic bedzie moglo zatozyé¢ gniazda w tym rejonie.
Powyzszy utamek przyblizymy za pomoca prostszego:
ko
ko + f
Podsumowujac, otrzymujemy, ze liczba samic, ktére
zalozyty gniazda, wynosi

. ky
rejonie I: - f,
W ki+ f f
W reionie I —*2 f?
i w rejonie II: . .
) ke+f ki+f

Szybko$¢ wzrostu populacji samic jest proporcjonalna
do liczby samic, ktére ztozyly jaja w rejonie I

i maleje wraz ze wzrostem Smiertelnosci, ktora jest
proporcjonalna do liczebnosci populacji. Podobnie,
szybkos¢ wzrostu populacji samcow jest proporcjonalna
do liczby samic, ktére zlozyly jaja w rejonie II i maleje
wraz ze wzrostem $miertelnoéci. Szybkosé zmian
dowolnej, gtadkiej funkcji opisuje jej pochodna, a zatem
powyzsze zalezno$ci mozemy zapisaé za pomoca réwnan
rézniczkowych
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W powyzszym uktadzie r jest wspolczynnikiem
rozrodczosci, ktory uwzglednia $rednia liczbe jaj
sktadanych przez samice krokodyla oraz Sredni odsetek
pisklat, ktore sie wykluwaja i przezywaja do momentu,
gdy same sg zdolne do rozmnazania sie. Wspotczynnik s
nazywamy wspoélezynnikiem $miertelnosdci (typowo
oznacza on odwrotnosé redniego czasu zycia) — tutaj

— krokodyli. Dla uproszczenia przyjmujemy, ze powyzsze
wspOlezynniki sa takie same dla samcéw i samic (co nie
odbiega zbytnio od rzeczywistosci).

Zauwazmy teraz, ze jesli populacje sa bardzo liczne
(czyli f i m bardzo duze), to prawe strony réwnan (1)
sg ujemne. Ujemna szybkos$¢ wzrostu oznacza, ze
liczebno$¢ populacji sie zmniejsza. Aby gatunek
przetrwal, musi istnie¢ punkt, w ktérym spadek
liczebnosci obu populacji ulegnie zahamowaniu,

czyli szybkos¢ zmian wynosi 0. Poszukamy takiego
punktu dla populacji samic. W tym celu przyréownamy

prawa strone réwnania (la) do zera i otrzymujemy:

kl kl T
e R R e i f=tki (% -1).
Latwo zauwazyé, ze wymieranie populacji samic ulegnie
zahamowaniu tylko wtedy, gdy r > s. Wtedy tez ulegnie
zahamowaniu wymieranie populacji samcéw: gdy f > 0,
a m bliskie zeru, to prawa strona réwnania (1b) jest
dodatnia.

r

Popatrzmy teraz, co dzialoby sie, gdyby pte¢ krokodyli
byta determinowana genetycznie. Rozréznienie na rejony
Ii IT nie mialoby juz sensu. Liczba miejsc legowych
wyniostaby wtedy k1 + ko, a liczba samic, ktére ztozyly
jaja, réwnalaby sie

k1 + ke

k1+k2+f'f'

Polowa nowonarodzonych bytaby samicami, a potowa
— samcami. Zatem réwnania (1) uleglyby minimalnym
zmianom i otrzymalibySmy uktad réwnan:

df r k1 + ko
(20) PR R ey A Ak 4
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Tak, jak poprzednio, sprawdZzmy, w ktérym momencie
zatrzymane zostaloby wymieranie populacji samic.
Przyréwnujac prawa strone réwnania (2a) do zera,
otrzymujemy

r ki+k r

5-ﬁ-fzsf S f= (ki) (1)
A zatem, by populacja samic (a co za tym idzie —
samcéw) nie wymarla, konieczne jest, by bylo r > 2s,
czyli wspoélezynnik rozrodczosci musi byé dwa razy
wiekszy niz w przypadku plci wyznaczanej przez
temperature inkubacji jaj. To pokazuje zalety metody
determinacji ptci, ktéra stosuja krokodyle.

Na koniec stowo na temat proporcji ptci. Gdy

ple¢ jest wyznaczana genetycznie, stosunek liczby
osobnikéw meskich do zenskich jest bliski 1:1. Wtedy
do przetrwania gatunku potrzeba, by srednio jedna
samica w ciggu zycia miala ponad 2 potomkéw, ktore

z sukcesem sie rozmnoza (liczba ta faktycznie jest bliska
2,1 potomka). W przypadku gdy osobnikéw zeniskich
jest wiecej (jak u krokodyli), to $rednia liczba potomkdéw
potrzebnych do przetrwania gatunku zmniejsza sie

i wynosi okoto 1,1, gdy jeden samiec przypada na 10
samic.

Bardziej szczegbélowe omdwienie zagadnien
poruszonych w tym artykule moze Czytelnik znalezé
w rozdziale 4 ksiazki J.D. Murray ,,Wprowadzenie
do biomatematyki”, PWN, Warszawa 2006.
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Rozwigzanie zadania M 1190.

Podamy przyktad 12 takich két. Niech D bedzie dwunastoscianem
foremnym, natomiast s sferg o srodku O styczna do wszystkich jego
krawedzi. Czes¢ wspolna sfery s oraz powierzchni dwunastos$cianu D
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sktada si¢ z 12 okregéw, z ktérych kazdy jest styczny zewnetrznie

do pieciu innych okregéw. Niech P bedzie dowolnym punktem lezacym
na sferze s i wewnatrz dwunastoscianu D. Rzut stereograficzny

o $érodku P przeprowadza sfer¢ s na plaszczyzne, a kazdy

z rozpatrywanych 12 okregéw przechodzi na okrag styczny zewnetrznie
do pieciu innych okregdw.



