Liczbe M(n) := 2™ — 1 nazywamy
n-ta liczbg Mersenna, n € N. By liczba
M (n) byla pierwsza, konieczna jest
pierwszo$¢ n — ale nie jest dostateczna,
np. M(11) = 23 - 89.

Notacja

ZT — zbiér nieujemnych liczb calkowitych
0,1,2,...

N — zbiér liczb naturalnych 1,2, ...
P — zbidr liczb pierwszych 2,3,5,7,11, ...

lz| — jedyna liczba catkowita,
spelniajaca: x — 1 < |z] < x;

[z] — jedyna liczba calkowita,

spelniajaca: z < [z] < z+1;

ordy(x) € Z — wykladnik przy p
w rozktadzie dodatniej liczby wymiernej =
na iloczyn catkowitych poteg liczb

pierwszych:
I I ordp (z
= P p (@) ;

pEP
ged(a, b) — najwigkszy wspélny dzielnik
liczb a,b € Z.

Liczby doskonale Wiodzimier HOLSZTYNSKI

1. Wstep

Jakie jest najdawniejsze, nierozwiazane zagadnienie naukowe? Chyba problem
liczb doskonatych, czyli liczb naturalnych, ktérych suma dzielnikéw, mniejszych
od samej liczby, jest jej rowna. Na przyklad 6 jest doskonate, takze 28:

28 =1+ 2+ 4+ 7+ 14. Euklides zauwazyl ogélniej, ze gdy M(n) :=2" — 1
jest liczba pierwsza, to E(n) := 2"~ . M(n) jest liczba doskonaly (oczywiscie
parzysta), a Euler wykazal, ze innych liczb parzystych doskonalych juz nie ma.
7 drugiej strony nie wiemy:

e czy liczb doskonalych jest nieskonczenie wiele?

e czy istnieje nieparzysta liczba doskonata?

W niniejszym artykule udowodnie twierdzenie Euklidesa—FEulera oraz
twierdzenie Peirce’a: kazda ewentualna nieparzysta liczba doskonata dzieli
sie przez co najmniej cztery rézne liczby pierwsze (wiecej o nieparzystych
liczbach doskonalych — na stronie 4). Réwnowaznie: kazda liczba nieparzysta,
o co najwyzej trzech réznych dzielnikach pierwszych, nie jest doskonata.

2. Potegi mod 8

Pewnie od ,zawsze” wiadomo, ze:
Twierdzenie 1. Niech n € Z bedzie nieparzyste. Wtedy n?> = 1 mod 8.

Whiosek 1. Dla e, f € Z™ oraz nieparzystego n € Z zachodzi:
e=fmod2 = n°=n'mods,
nf =

_ J1mod8 dla f=0mod2
T | nmod8 dla f=1mod2

3. Suma dzielnikéw o (n)

Funkcja o : N — N jest suma dzielnikéw: o(n) := Z d. Poniewaz n|n,

d|n
wiec liczba n jest doskonala wtedy i tylko wtedy, gdy o(n) = 2 - n. Zatem
o(n) = 2mod 4 dla nieparzystych liczb doskonaltych. Charakteryzacja liczb
naturalnych spelniajacych ten warunek bedzie podana w twierdzeniu 4.
Najpierw odnotujmy kilka wlasnosci:
(1) ged(m,n) =1=o(m-n) =oc(m) - o(n),
(2) o(n) =1 n=1,
B) o) =1+p+...+p' =@ =1)/(p-1),
(4) s +1t+1=o(p*)lo(p"),
(5) o(p") = 1modp,
6)a#piq[fp—1=qop?),
(7) p=qmodm = o(p') = o(q") mod m,
dla kazdego m,n € N, p,q € P, s,t € Z™.

Twierdzenie 2. Niech 2 < p € P oraz f € ZF. Wiedy

o) = [£] + [ mots.

Dowdd. o(pf) = Zi:o pP. Teraz nalezy zastosowaé druga czesé Wniosku 1
do kazdej potegi p*.
Twierdzenie 3. Niech n € N. Witedy:

2]o(n) <= Fpep (p > 2 oraz ordy(n) = 1mod?2).

Dowdd. (n) jest iloczynem liczb postaci o(pf) dla liczb pierwszych p|n.
Parzystos$é o(n) jest réwnowazna parzystosci jednej ze wspomnianych liczb
o(p?) dla p > 2 (liczba o(27) jest zawsze nieparzysta).
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Powiemy takze, ze liczba n jest:
e barokowa <= brq(n) € N;

o gotycka <= Fpcy brg(n) = %
Twierdzenie. Liczba n € N jest gotycka
wtedy i tylko wtedy, gdy n jest pierwsza
lub doskonala.

Réwnie prosty jest dowdd nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4. Dia n € N mamy: o(n) = 2mod 4 wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taka liczba p € P, Ze p = 1mod4 oraz ordy(n) = 1mod4 i dla dowolnej
liczby q € P réznej od p zachodzi 2|ordg(n).

4. Suma poteg dzielnikéw

Niech a € R. Funkcja o, : N — R jest zdefiniowana nastepujaco:
oa(n) := Z d°
d|n

dla kazdego n € N. Ma ona nastepujace wlasnosci:

(1) ged(k,n) =1 = o4(k -n) = 04(k) - 04(n),

(2) 0-a(n) = 2,

(3) ou(n) =1 n=1,

(4) oa(p') =1+p" +...+p*" = (D) —1)/(p* — 1),
dlak,neN, tecZ* pecP.

Twierdzenie 5. Niecha € R, d,k € N, n:=d-k. Wtedy
oa(n) > d* - oq(k) + o4(d) — d°.
Zatem oq(n) > d* - o4(k) dla d > 1.

Dowdd. Zbiér dzielnikéw liczby n zawiera dwa roztaczne podzbiory:

{t e N:d|t itn} oraz {teN:tldit<d}
Arytmetyczna suma a-tych poteg elementéw pierwszego zbioru wynosi d® - o, (k),
a drugiego o, (d) — d°.

Dla wartos$ci a = —1,0, 1 otrzymujemy klasyczne funkcje:

e oy — liczba dzielnikéw,

e 0 = gy — suma dzielnikéw,

e brq := 0_1 — wspoOlczynnik barokowy, czyli suma odwrotnosci dzielnikéw.
Tak wiec:

(1) bra(n) = o(n)/n; stad ordy(bra(n)) < ordy(a(n)),

(2) (ged(k,m) =1 oraz brg(n) = £) = (m|n oraz k|o(n)),

B)p [ n <= ordy(brq(n)) = ordy(o(n)),
(
(

_ pita »
(r—-1)-pf = p-1

) p < q=brq(p?) > bre(q?)
dla kazdego f,g,n € N, p,q € P.

4) BEL < brg(p?)
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Ponizej definiujemy miedzy innymi — na nowo, ale réwnowaznie — liczby
doskonale:

Definicja 1. Liczba n € N nazywa sie:

o szczupla < brq(n) < 2,

e doskonala <= brq(n) =2,

e otyla <= brq(n) > 2.

Twierdzenie 6. Kazda potega liczby pierwszej oraz kazda nieparzysta liczba n,
ktora ma tylko dwa rozne dzielniki pierwsze, jest szczupla.

Dowéd. Udowodnie druga cze$é: niech n = p/ - ¢9, gdzie 2 < p < q, oraz p, q € P.
Wtedy mamy p > 3 oraz q > 5, wiec:

brq(n) = brq(p’) - brq(¢?) < b
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Rozwigzanie zadania F 705.
Sita nacisku na tltok pompki jest

w przyblizeniu réwna wadze czlowieka,

powiedzmy Fy =~ 500 N. Przekréj ttoka
w przykladowej pompce jest réwny

S ~ 0,003m?, zatem wytworzone jest
ci$nienie Ap = Fy/S = 2000 hPa. Na
czasteczke zwirku dziala zatem sita

F ~ Aprr? =~ 1N, gdzie r ~ 1,5 mm.
Zatem przyspieszenie czasteczki jest
réwne

ax~ F/m = ~3-10° m/sz,

3
4pmr3
gdzie p ~ 3 - 10° kg/m>. Przyjmujac,
ze dlugoéé¢ wychodzacego z pompki
przewodu jest réwna | ~ 0,5 m,
otrzymujemy vmaks ~ Val ~ 5 m/s.

5. Trzy dzielniki pierwsze
Twierdzenie 7. Nieparzysta liczba doskonatla nie dzieli sie przez 3-5-7.

Dowdd. Nieparzysta liczba doskonala spelnia o(n) = 2mod 4. Zatem (patrz
twierdzenie 4) wykladniki liczb 3 1 7 w rozkladzie n na czynniki pierwsze sa
parzyste, skad podzielnosé¢ 3 -5 - 7| n prowadzilaby do otylosci:
13 6 57 247
b > brg(32-5-7?) = — .= =2.— > 2.
ra(n) > bral ) =55 m 245 ~
Lemat 1. Niech p < q < r bedq jedynymi dzielnikami pierwszymi nieparzystej
liczby doskonalej n. Wtedy p =3, ¢ =15 oraz r = 11 lub 13.

Dowdéd. Gdyby q # 5, to ¢ > 7 oraz r > 11, skad:

brg(n) <brq(3’-79-11") <. . = = — <2,

Liczba n bylaby szczuplta. Zatem p = 3, ¢ = 5 oraz
3 5 r 15 r
) <3 I 1T o1
wiec liczba pierwsza r jest mniejsza od 16. Ale r # 7 (patrz twierdzenie 7).

Twierdzenie 8. (Peirce) Nieparzysta liczba doskonala n ma co najmniej 4 rézne
dzielnikt prerwsze.

Dowdd. Wiemy, ze nie moze mie¢ mniej niz trzech. Gdyby tylko p < ¢ < r byly
dzielnikami pierwszymi n, to mielibySmy p = 3, ¢ = 5 oraz » = 11 lub 13. Zatem
2 = brq(n) = brq(37) - brq(59) - brq(r")
dla pewnych f,g,h € N, gdzie f jest parzyste. Poniewaz ords(brq(59)) < 0, to
ords(brq(37)) > 0 lub ords(brq(r")) > 0. Ale ords(brq(37)) = ords(3/+* — 1),

oraz 5 / 37! — 1 dla nieparzystego f + 1. Zatem ords(brq(r)) > 0, czyli
5la(r™).

Dla r = 11 = 1 mod 5 oznaczaloby to 5| h + 1, czyli o(11%) | 0(11"). Poniewaz
a(11%) = 16105 = 5 - 3221, gdzie 3221 jest pierwsze, wiec 3221 |n, sprzecznosé.

Pozostal przypadek » = 13. Tym razem 5| o(13"), wiec 4 | h + 1, skad
a(13%) | o0(13"). Ale 0(133) = 2380 = 22 - 5- 7 - 17, wiec na przyklad 7|n
— sprzecznosé.

6. Parzyste liczby doskonale

Twierdzenie 9. (Euklides—Euler) Parzysta liczba naturalna n jest doskonala
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje liczba naturalna p, taka zZe

M(p) € P oraz n =2°"" - M(p).
Dowad. Pokaze tylko implikacje Eulera, czyli wykaze, ze innych parzystych
liczb doskonalych nie ma. Przedstawmy parzysta liczbe doskonata w postaci
n =2 .m, gdzie k,m € N, m — nieparzyste. Réwnosé¢ o(n) = 2 - n oznacza, ze
a(2%) - o(m) = 2F1 om, czyli M(k+ 1) - o(m) = 251 - m. Zatem M (k + 1)|m,
oraz dla b :=m/M(k + 1) = o(m)/2*! € N mamy
(1) o(m) =b- 2",
(2) m=>b-M(k+1).
Zastosujmy o do (2) oraz skorzystajmy z twierdzenia 5:
=ob-Mk+1))>
b-o(Mk+1)+0ab) —b>
b-2M 4 o(b) —b.

o(m)

(3)

ARV

Z (1) i (3) wynika o(b) — b < 0, skad b = 1. Wiec (1) i (2) daje o(m) =m + 1,
czyli m jest pierwsze, przy czym m = M (k + 1). Zatem n = 2P~ . M(p) dla
p:=k+11M(p) € P. (Cze$¢ Euklidesa zostawiam Czytelnikom.)
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