Koszt zamortyzowany Adam MALINOWSKI*

W ekonomii okreslenie ,amortyzacja” oznacza, z grubsza rzecz biorac, rozlozenie

jakiej$s wartoéci na pewien okres. Z amortyzacja mamy do czynienia, kiedy
spltacamy raty kredytu, kiedy spétdzielnia mieszkaniowa zbiera sktadki

na fundusz remontowy przed przystapieniem do kosztownej naprawy dachu,
albo kiedy operator telefonii komoérkowej przenosi niewykorzystane przez nas
y2darmowe minuty” z jednego miesiaca na nastepny.

W informatyce pojecia tego uzywa sie¢ zazwyczaj w kontekscie analizy czasu
wykonywania ciagu operacji o réznych kosztach. Koszt zamortyzowany dla
sekwencji n operacji to $redni koszt przypadajgcy na pojedynczq operacje, czyli

taczny koszt wszystkich operacji podzielony przez n. Zauwazmy, ze chociaz
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Licznik binarny

Rozwazmy nastepujacy, klasyczny przyktad. Wiadomo,
ze kazda liczba naturalna n ma jednoznaczne
przedstawienie w postaci sumy poteg dwdjki.

Zalézmy, ze mamy (nieskonczona) tablice bitéw B
reprezentujaca taka liczbe: B[i] = 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy we wspomnianej sumie wystepuje sktadnik
2¢. Oto pseudokod operacji dodania jedynki do liczby
reprezentowanej przez B:

Inc(B)
10
dopéki Bl[i] = 1 wykonuj
Bli] <0
1—1+1
Bli] «— 1
Czas dzialania tej procedury zalezy oczywiscie od
zawartosci tablicy B. Jesli pierwszych k bitéw w B to
jedynki, operacja Inc dziala w czasie rzedu k + 1. Jedli
zatem liczba reprezentowana przez B jest z zakresu
od 0 do n, to géornym oszacowaniem czasu dzialania
pojedynczej operacji Inc jest O(lgn), poniewaz dlugosé
reprezentacji binarnej liczby n wynosi dokladnie
|logyn| + 1.

Zalézmy teraz, ze wywolujemy procedure Inc po

kolei n razy, zwiekszajac licznik od 0 do n. Stosujac
jedynie gérne ograniczenie kosztu pojedynczej operacji,
dostajemy oszacowanie lacznego kosztu O(nlgn), ktore
— chociaz poprawne — mozna wzmocnic.

Szacowanie kosztu zamortyzowanego

Najprostszy sposob dokladnego oszacowania
sumarycznego kosztu powyzszego ciagu operacji opiera
sie na nastepujacej obserwacji: bit B[0] jest zmieniany
przy kazdej operacji, bit B[1] przy co drugiej, bit B[2]
przy co czwartej itd. Zatem taczny koszt zwigzany

ze zmiana bitu B[0] podczas rozwazanych n operacji
wynosi n, koszt zmian bitu B[1] to |n/2], koszt zmian
bitu B[2] to [n/4] itd. Sumujac te koszty, widzimy, ze
koszt zmian na wszystkich pozycjach nie przekracza 2n
(koszt zamortyzowany operacji jest zatem staly!).
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moéwimy tu o wartosci éredniej, powyzsza definicja nie ma nic wspdélnego
z rozwazaniami probabilistycznymi: usrednianie dotyczy danego ciagu operacji,
a nie gbioru mozliwych kosztéw pojedynczej operacji.

Znacznie ogdlniejszy sposob szacowania kosztu
zamortyzowanego, noszacy nazwe Metody Potencjalu,
jest oparty na analogii do energii potencjalnej

w ukladzie fizycznym. Potencjal to pewna funkcja

®: D — R, gdzie D to zbiér wszystkich mozliwych
stanow struktury danych zmienianej przez wykonywane
operacje (u nas: zbiér mozliwych zawartosci tablicy B).
Oznaczmy przez ®; potencjal po wykonaniu i-tej
operacji, a przez ¢; — jej faktyczny koszt. Koszt
zamortyzowany i-tej operacji jest zdefiniowany jako
koszt faktyczny plus zmiana potencjalu: ¢; + ®; — ®;_1.
Sumujac koszty zamortyzowane wszystkich operacji,

dostajemy
n

n
Z(Ci +®;—P; 1) = Zci + @, — Po.
i=1 i=1

Jedli zatem, okredlajac funkcje potencjatu, zadbamy

o to, zeby potencjal stanu poczatkowego ®¢ byl zerowy
oraz ®; > 0 dla kazdego ¢, to mamy gwarancje, ze suma
kosztow zamortyzowanych stanowi gérne oszacowanie
sumy kosztéw faktycznych.

Oczywiscie, cala trudnos¢ polega na dobraniu
odpowiedniej funkcji potencjalu, dajacej najlepsze
oszacowanie. Nie ma tu sztywnych regul, ale ogdlna
intuicja jest nastepujaca: tania operacja powinna
powodowaé niewielki wzrost potencjatu, natomiast
droga operacja — duzy spadek potencjatu,
rekompensujacy poniesiony koszt faktyczny. W naszym
przyktadzie z licznikiem binarnym mozemy okresli¢
potencjal jako lgczng liczbe jedynek w tablicy B.
Wtedy jesli operacja Inc spowodowala wyzerowanie

k poczatkowych bitéw i ustawienie (k + 1)-go bitu, to
jej koszt faktyczny wynidst k + 1, a zmiana potencjalu
1 — k (ubylo k jedynek, a potem jedna przybyla).
Koszt zamortyzowany jest zatem staly, taki sam jak
w poprzednim oszacowaniu.

Zastanéwmy sie jeszcze, co by byto, gdyby koszt
zmiany i-tego bitu w tablicy nie byl jednostkowy,

ale wynosil 2¢ (kazdy kolejny bit jest dwa razy ciezszy
od poprzedniego, wiec jego odwrdcenie jest dwa razy
drozsze). Wtedy koszt pojedynczej operacji w sekwencji
n kolejnych wywolan procedury Inc moze wynies¢
nawet n. Podobnie jak poprzednio, mozna jednak



wykazaé, ze koszt zamortyzowany przypadajacy

na jedna operacje to tylko O(lgn): taczny koszt

zmian bitu B[0] wynosi n, bit B[1] jest zmieniany

(z kosztem 2) w co drugiej operacji, co lacznie kosztuje
co najwyzej 2-n/2 = n itd. Suma tych kosztéw to
O(nlgn), wiec koszt zamortyzowany jest zgodny

z zapowiedzia.

W celu wyszukania elementu wykonujemy wyszukiwanie
binarne w kazdej wypelnionej tablicy. W najgorszym
razie wymaga to czasu O(lg?n) (bo liczba wypelnionych
tablic to O(lgn)).

Wstawianie wykonujemy nastepujaco. Tworzymy

nowa tablice rozmiaru 1, zawierajaca wstawiany
element, powiedzmy 6. Jesli tablica A0 byla pusta, to
umieszczamy nowa tablice w miejsce A0. Jedli nie (tak
jak w powyzszym przykladzie), to scalamy nowa tablice
z A0, uzyskujac nowa tablice rozmiaru 1 (u nas: [3, 6]).
Tablica A0 zostaje przy tym oprozniona. Jesli tablica
A1 byla pusta, to umieszczamy nowa tablice w miejsce
A1, a jedli nie (tak jak u nas), to scalamy nowa tablice
z A1, sprawdzamy, czy tablica A2 jest pusta, itd.

W naszym przyktadzie w wyniku wstawienia elementu
6 otrzymamy slownik o nastepujacej zawartosci:

Zamortyzowany stownik

Stownik to struktura danych, ktéra umozliwia
wyszukiwanie i wstawianie elementéow. Wyszukiwanie
binarne w posortowanej tablicy, zawierajacej n
elementéw, jest szybkie — wymaga czasu O(lgn) —

ale wstawianie jest kosztowne (pesymistycznie rzedu n).
Oto bardzo prosta realizacja stownika, w ktorej
wyszukiwanie trwa co prawda nieco dtuzej (O(lg? n)),
ale za to (zamortyzowany) koszt wstawiania jest

znacznie nizszy: O(lgn). AO: pusta
Al: pusta
Nasz stownik to zbiér tablic A0, A1, A2, ..., w ktérym A2: [2, 3,5, 6]
i-ta tablica ma rozmiar 2¢. Kazda tablica jest albo A3: [1,4,7,8,09,10, 11, 12]

pusta, albo catkowicie wypelniona. Wszystkie tablice
sg posortowane, ale nie zakladamy zadnych zaleznosci
miedzy elementami z réznych tablic. Oto przykladowa
zawartos$¢ stownika:

Ile kosztuje taka operacja? Przyjmijmy, ze koszt
utworzenia poczatkowej tablicy rozmiaru 1 wynosi 1,
a scalenie dwéch posortowanych tablic rozmiaru r
kosztuje 2r. Nietrudno zauwazy¢, ze koszt wstawienia

AO: [3] i-tego elementu do stownika jest taki sam jak

Al: [2, 5] koszt i-tego zwigkszenia ,obciazonego” licznika

A2: pusta binarnego, zatem zamortyzowany koszt wstawienia jest
A3: [1,4,7,8,9,10, 11, 12] logarytmiczny wzgledem rozmiaru stownika.
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Konkurs polega na przedstawieniu
opracowania jednego z tematéw
zaproponowanych przez Jury (wraz

z bibliografig) lub tematu wlasnego
oraz — w przypadku zakwalifikowania
si¢ do finalu — krétkim, publicznym
zreferowaniu tego opracowania.

W roku 2007/8 zaproponowane przez
Jury tematy to: metody probabilistyczne
w matematyce dyskretnej, wielomianowe
algorytmy rozstrzygania pierwszosci,
dowody z wiedzg zerowg, cechy
podzielnosci liczb, mozaiki — miedzy
matematyka a sztuks, pewnik
Archimedesa, po co kongruencje? czym
najlepiej przyblizaé? ile kul zmiesci sie
w szescianie? twierdzenia o punkcie
stalym, nietypowe zbiory.

Sejmiki organizuje Pracownia Matematyki

Patacu Mlodziezy w Katowicach

we wspoélpracy z Uniwersytetem Slqskim;

www.pm.katowice.pl/pracownia
/matematyka

Jury w skladzie: prof. dr hab. Maciej Sablik — przewodniczacy, dr Marian
Podhorodynski — zastepca przewodniczacego, dr Lech Barttomiejezyk,

dr Tomasz Bielaczyc, mgr Wlodzimierz Fechner, mgr Zywilla Fechner, dr Erwin
Kasparek, prof. dr hab. Mieczystaw Kula, dr Tomasz Kochanek, mgr Barbara
Przebieracz, dr Anna Szczerba-Zubek, dr Marta Tyran-Kaminska

przyznalo

I miejsce Mateuszowi Plucie z V LO w Krakowie za prace
Wykorzystanie inwersji wzgledem okregu w dowodzie twierdzenia o n + 2 okregach
stycznych;

II miejsce ex aequo

Tomaszowi Kobosowi z V LO w Krakowie za prace

Zbiory kresowe dla wielomianow o wspotczynnikach calkowitych;
Yukaszowi Musze z III LO w Chorzowie za prace

Usrednic;

oraz wyrdznienia

Adrianowi Lancuckiemu z I LO w Legnicy za prace
Problem szczesliwego zakonczenia;

Piotrowi Misce z Gimn. nr 5 w Sosnowcu za prace
Liczby pierwsze w ciggu Fibonacciego i ciggu Lukasa;
Jackowi Rzeniewiczowi z I LO w Gdansku za prace
Szyfrowanie i szyfrowywacz.

W glosowaniu nauczyciele nagrodzili Adriana Lancuckiego, a uczniowie
Marcina Oczeretko z I LO w Legnicy za prace Sieci przeplywowe.
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