Informatyczny kacik olimpijski (3)

W trzeciej edycji informatycznego kacika olimpijskiego zmierzymy sie
z nastepujacym zadaniem.

Na kazdym polu szachownicy N na M lezy jeden z nastepujacych klockéw:
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Mozemy te klocki dowolnie obracaé, ale nie mozemy zamienia¢ miejscami.
Naszym celem jest takie ich ulozenie, zeby kazda para sasiadujacych klockow
stykata sie albo Scianami ,,pustymi”, albo tymi, do ktérych dochodzi linia, oraz
zeby zadna linia nie konczyla sie na krawedzi planszy.

To zadanie znane jest jako gra logiczna Hydraulik,
niektorzy z Czytelnikéw mogli sie spotkaé np. z gra
KPIlumber. Linie na klockach mozna interpretowac
jako rury — nie chcemy, zeby z ktérej$ rury wylewala
sie woda, a wiec nie wolno dopusci¢ do tego, zeby rura
konczaca sie na krawedzi klocka nie byla polaczona

z rurg z sasiedniego klocka. Oryginalny Hydraulik
zawiera jeszcze jeden dopuszczalny klocek — linie prosta.
Gdybyémy dopuscili ja réwniez w naszym zadaniu,
otrzymalibysmy, jak sie okazuje, problem NP-trudny
(czyli prawdopodobnie bez szans na algorytm
wielomianowy). Bierze si¢ to stad, ze klocek ,prosty”
jest ostatnim, ktorego potrzeba, zeby mdc sprowadzi¢
tzw. problem (1,3)-SAT do problemu Hydraulika.
Sposéb, w jaki mozna to zrobié¢, wykracza, niestety,
poza ramy tego tekstu.

Jak mozna sprobowaé usystematyzowaé to zadanie?
Bedziemy mowié, ze dwa pola sa polgczone, jesli
sasiaduja, i — przy danym obrocie — z kazdego prowadzi
rura w kierunku drugiego. Sprobujmy w takim razie
sformulowaé problem troche inaczej:

e Pole typu 0 — niepolaczone z zadnym z sasiednich pol.

e Pole typu 1 — polaczone z doktadnie jednym
z sasiednich pdl.

e Pole typu 2 — polaczone z doktadnie jednym z pol
u gory i na dole, i jednym z pdl na lewo i na prawo.

e Pole typu 3 — polaczone z trzema sasiednimi polami.

e Pole typu 4 — polaczone z wszystkimi sasiednimi
polami.

Nie ma wérdd nich brakujacego klocka z linia prosta

— tam jest polaczenie, jednocze$nie, z polami gérnym

i dolnym, lub z lewym i prawym. Z potaczenia z jednym
polem wynika potaczenie z innym polem, w przypadku
pozostatych klockéw te potaczenia sa niezalezne. Tak
(intuicyjnie) mozna ttumaczy¢, dlaczego wprowadzenie
klocka prostego utrudnia nasz problem.

Sprobujemy skonstruowaé odpowiadajacy planszy
graf, w ktorym szukaé bedziemy maksymalnego
skojarzenia. Jak taki graf mialby wyglada¢? Kazdemu
polu odpowiadaloby zapewne kilka wierzchotkdw.
Krawedzie taczylyby tylko wierzchotki z jednego pola
lub z sasiadujacych pol. Jedli dana krawedz pomiedzy
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polami nalezalaby do skojarzenia, to znaczyltoby, ze te
dwa pola sa polaczone. Jak wiec konstruowac taki graf?

e Pole typu 0 — na tym polu nie ma zadnego
wierzcholka.

e Pole typu 1 — na tym polu znajdzie sie
jeden wierzchotek, z ktorego prowadza
krawedzie we wszystkich czterech
kierunkach. Doktadnie jedna bedzie nalezata

do maksymalnego skojarzenia — czyli pole
bedzie potaczone z doktadnie jednym
sasiadem.

e Pole typu 2 — na tym polu znajda sie
dwa wierzchotki, przy czym z jednego dwie

krawedzie beda prowadzi¢ do goéry i na dél, a
z drugiego — w lewo i w prawo.

e Pole typu 3 — na to pole z kolei bedziemy
potrzebowali az 5 wierzcholtkéw — po 1
na kazda jego Sciane, z kazdego z nich bedzie
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wychodzita pojedyncza krawedz w kierunku
jednej Sciany. Ale nie wszystkie z nich maja
by¢ skojarzone — a wiec potrzebny jest jeszcze
jeden wierzchotek, potaczony z kazdym

ze wspomnianych czterech krawedzia.

e Pole typu 4 — na tym polu znajda si¢ cztery
wierzcholki, po jednym na kazda Sciane.

Czasem moze sie zdarzy¢ (kiedy sasiadem wierzchotka
jest pole puste lub kiedy lezy on na krawedzi), ze
cho¢ do danej jego $ciany prowadzi krawedz, to

nie ma ona z czym sie polaczy¢ po drugiej stronie.
Wtedy tej krawedzi po prostu nie ma. Moze to
doprowadzi¢ do tego, ze ktérys z wierzchotkéw grafu
bedzie mial stopien 0 — jesli np. pole typu 4 lezy

na krawedzi szachownicy, to rozwiazanie nie istnieje.
W ogdélnosci, rozwiazanie istnieje tylko wtedy, gdy
w grafie skonstruowanym jak powyzej maksymalne
skojarzenie jest pelne.

Ostatnim krokiem jest taka obserwacja: utworzony graf
jest dwudzielny. Aby to stwierdzi¢, wystarczy przyjrzeé
sie jego strukturze. SprowadziliSmy wiec zadanie

do problemu znajdowania maksymalnego skojarzenia

w grafie dwudzielnym o O(N M) wierzcholkach, co
konczy rozwiazanie.
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