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Postaramy sie obliczyé¢, ile jest réznych gwiazdek foremnych. Gwiazdka
foremna to tamana zamknieta wpisana w okrag, skltadajaca sie z odcinkow
jednakowej dtugosci, sposrod ktorych niektére wzajemnie sie przecinaja. Nie
jest wiec gwiazdka foremna tréjkat réwnoboczny ani kwadrat czy pieciokat
foremny, jest natomiast pentagram (rys. 1). WyraZnie widaé, ze nie ma
innych foremnych gwiazdek o mniejszej niz 7 liczbie wierzchotkéow, bo proby
narysowania foremnej gwiazdki o sze$ciu wierzchotkach tez nie daja rezultatu.
Dla siedmiu wierzcholtkéw pojawiaja sie dwie gwiazdki foremne (rys. 2). Dla
o$miu wierzcholkéw znéw jest tylko jedna (rys. 3). Pytanie, ile jest gwiazdek
foremnych o n wierzchotkach, nie ma — jak wida¢ — oczywistej odpowiedzi.

Zastanéwmy sie, jak powstaje foremna gwiazdka. Dobry jest, na przyklad,

taki przepis. Zaznaczamy na okregu wierzcholtki n-kata foremnego. Potem
laczymy je co drugi, potem co trzeci, potem co czwarty i tak dalej, az w koncu
co n — 2. W niektorych przypadkach uzyskujemy tamana, ktérej wierzchotkami
sa wszystkie wierzchotki n-kata foremnego, a w innych okazuje sig, ze tamana
zamyka si¢ wezesniej (jak np. w przypadku szesciokata, czy wtedy, gdy laczymy
co czwarty wierzcholek dziesieciokata foremnego — rysunek 4).

Kiedy lamana si¢ zamyka wcze$niej? Rozwazmy taczenie w n-kacie foremnym co
k-tego wierzchotka (1 < k < n — 1) i przypuéémy, ze lamana nie jest n-gwiazdka,
czyli ma mniej wierzchotkéw niz n. Jesli ta lamana zamyka sie po m krokach, to
oczywiscie m < n. Bedziemy teraz zliczali tuki, jakie odcinaja na okregu boki
lamanej. Poniewaz tuk miedzy kolejnymi wierzchotkami n-kata foremnego to
% calego okregu, wiec kazdy z bokéw tamanej odcina tuk stanowiacy % calego
okregu. Poniewaz lamana zamknela si¢ po m krokach, wiec m takich tukow to
pewna wielokrotno$¢ calego okregu. Zatem liczba
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jest calkowita. Ale zaréwno m, jak i k, sa mniejsze od n, wiec zaréwno m, jak
i k musza mie¢ z n wspoélny dzielnik wickszy od 1.

I to jest klucz do rozwiazania naszego zadania. Gwiazdka o n wierzchotkach
powstaje wtedy, gdy k ma z n najwickszy wspolny dzielnik 1. Istotnie, gdy
utamek % jest nieskracalny, () jest liczba calkowita tylko dla m réwnego co
najmniej n.
Funkcja ¢(n) wskazujaca, ile liczb mniejszych od n ma z liczba n najwiekszy
wspélny dzielnik 1, nazywa sie funkcja Eulera. To, co uzyskaliSmy poprzednio,
mozna za jej pomoca wyrazi¢ tak:
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Rzeczywiscie, ¢(n) trzeba podzieli¢ przez 2, bo gwiazdki uzyskane przez laczenie
co k-tego i co (n — k)-tego wierzcholtka sa identyczne, tylko rysowane ,,od

innego konca”, a 1 nalezy odjaé¢, bo laczenie kolejnych wierzchotkéw (k =1 lub
k =n — 1) nie daje gwiazdki, tylko wielokat foremny.

liczba gwiazdek foremnych o n wierzcholkach to

Wartosci funkcji ¢(n) mozna obliczaé ze wzoru

o (-2)-(- 1) (- 1)

gdzie p1, po, ..., pr to wszystkie dzielniki pierwsze liczby n. Stad mozemy
obliczy¢, ze gwiazdek foremnych o 16 wierzchotkach jest
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a gwiazdek o 100 wierzchotkach jest 19.
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