Co ma piernik do wiatraka,

czyli o o-ciatach i rozkladzie Poissona

Pod koniec ubiegtego stulecia zaczalem wykladaé
rachunek prawdopodobienstwa na Wydziale Nauk
Ekonomicznych UW. Gdy sesja byta tuz-tuz,

na konsultacje zglosily sie¢ dwie bardzo pilne studentki,
ktére rozwiazaly wszystkie zadania z odpowiednich
rozdzialéw podrecznika [2], oprécz jednego:

Ile jest wszystkich mozliwych o-cial, jesli 2 ma
n elementow?

Doszlismy do tego pytania po trzech godzinach
intensywnej pracy nad zadaniami kombinatorycznymi
(studentki wykryly kilka bledéw w ksiazce). Warto
wspomnieé, ze konsultacje odbywaly sie na korytarzu,
przy akompaniamencie mtotéw pneumatycznych,
bowiem budynek Wydzialu Matematyki byl (i nadal
jest) w remoncie.

W tych warunkach moze zbyt szybko zgodzilem sie

na wzor rekurencyjny (zdaje sie, ze bledny), jaki
zaproponowaly studentki, i staratem si¢ zasugerowac,
ze znajomos¢ jawnego wzoru nie bedzie bezwzglednie
wymagana na egzaminie, a i przyszty pracodawca
moze pogodzi sie z niewiedza w tym zakresie. Poniewaz
panie wygladaly na rozczarowane, nastepnego dnia po
wykladzie powiedziatem im, czego ode mnie wymagaty.
I wtedy rozczarowanie przeszto w zdumienie.

Jak wiadomo, o-cialo jest niepusta rodzina podzbioréw
zbioru €2, zamknieta ze wzgledu na przeliczalne
dzialania na zbiorach. Jesli  jest skonczona, to
istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ miedzy
podzialami zbioru €2 a o-cialami. Istotnie, rozpatrzmy
o-cialo F. Dla w € Q definiujemy
A,= () B

weB,BEF
czyli przeciecie wszystkich elementéw F, do ktorych
nalezy w. Mozna wykazaé, ze zbiory A, sa albo réwne,
albo rozlaczne, i stanowia podzial zbioru 2. Nazywa sie
je czasem atomami o-ciata. Odwrotnie, majac podzial
zbioru €, bez trudu otrzymamy o-cialo, sktadajac
jego elementy z atomow. Na przyklad: podzialowi
zbioru {1, 2,3} na zbiory {1}, {2,3} odpowiada o-cialo
{0,{1}, 12,3}, {1,2,3}}.

Liczbe podzialéw zbioru n-elementowego nazywamy
n-ta liczba Bella. Liczby Bella b,, wiaze zalezno$é
rekurencyjna:

(1) bpyr = (g)bn + (Z‘)bnl TR (Z)bo,

jesli bowiem wyréznimy pewien element zbioru

(n + 1)-elementowego, to w celu umieszczenia go

w pewnym atomie musimy mu doda¢ do towarzystwa
jeszcze k elementéw (0 < k < n), wybranych na ()
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sposob6w. Pozostaly zbiér (n — k)-elementowy dzielimy
na b, sposobdéw.

Niech P(z) bedzie wykladnicza funkcja tworzaca (patrz
np. [1]) ciagu (bn):

g
) Pl =3
Wtedy
> bzl > bya12™
3 P(z) = St n .
(3) (2) ;(nfl)! nz:;) n!

Stad P’(z) = e*P(z), co wida¢, gdy poréwnamy

wspOlezynniki przy 2™ szeregu (3) oraz iloczynu
Cauchy’ego szeregu (2) przez szereg przedstawiajacy

funkcje wyktadnicza:
bpy1 1 by, 1 brn—1 1 b
A0 T ey o

Ta zaleznosé jest réwnowazna z (1).

Jesli [P'(z)/P(z)] = €, to [In P(2)]" = e?, zatem
P(z) = e“ *¢, a skoro P(0) = by = 1, to

P(z) =e® 1
Jest to funkcja tworzaca momenty rozktadu Poissona
z parametrem 1!

Doktadniej, jesli zmienna losowa X ma taki rozktad, to

v N 2XP ) = Z"EXT
P(z) = Ee _E<Z:; - >_Z_%7n! _

Zamiana kolejnosci sumowania i brania wartosci
oczekiwanej da si¢ uzasadni¢. Porownujac wspotczynniki
przy 2", otrzymujemy wreszcie jawny wzor na liczby
Bella:

o0 k"
(4) bn:EX”:e‘lzﬁ, n=0,1,2,...
k=0 "

Na przyklad: bl = 1, b2 — 2, b3 = 5, b4 = 157 b5 = 52.
Dziwne, ze w celu otrzymania liczb catkowitych musimy
uzywaé szeregoéw nieskonczonych. Jeszcze dziwniejszy
jest zwiazek miedzy liczbami Bella a momentami
rozkladu Poissona. Powinien przeciez istnie¢ jaki$
sprytny dowdd wzoru (4) niewymagajacy manipulacji
funkcjami tworzacymi i umozliwiajacy jego glebsze
zrozumienie.

Moze dziwne bylo zachowanie moich studentek.
Ale w roku 2007 tak pilnych studentek (ani studentéw)
juz chyba nie ma.

Bardzo dzi¢kuje za to zdanie :( [modelowa Czytelniczka, A.S.]
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