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Rys. 3. Wspélrzedne wierzchotkéw
kolorowego réwnolegloboku to (0, 0),

(29 (=9 (20)

™

Warto zwrécié uwage na role dowolnie
obieranego €. Jesli bedzie ono coraz
mniejsze, to — wobec (k%) — otrzymywane
przyblizenia wymierne beda coraz

blizsze a.

O pozytkach z siatki

Jednakowymi réwnoleglobokami tatwo pokry¢ plaszcezyzne (rys. 1). Pokrycie
takie nazywamy siatkq, a wszystkie wierzchotki réwnoleglobokéw nazywamy

jej wierzchotkamsi. Jedli pole réwnolegloboku jest rowne 1, to wyznaczona przez
niego siatke nazywamy jednostkowqg. W ukladzie wspolrzednych najbardziej
rzuca si¢ w oczy siatka jednostkowa ztozona z kwadratow, ktérych wierzchotkami
sg wszystkie punkty o obu wspélrzednych catkowitych. Mniej oczywiste,

ale mimo to prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie o siatkach jednostkowych. Wszystkie wierzcholki dowolnej
siatki jednostkowej, ktorej jednym z wierzchotkow jest poczqtek ukladu
wspotrzednych, majg wspolrzedne

(a-m+b-n, c-m+d-n),
gdzie a, b, ¢ i d sq¢ dowolnie ustalonymi liczbami spelniajgcymi warunek
(%) la-d—0b-c| =1,
liczby zas m i n przebiegajq wszystkie liczby catkowite.

Oczywiscie, ,zwykla” siatke jednostkowa otrzymamy dla a =d =1

ib=c=0. Na rysunku 2 widzimy tez siatke¢ otrzymang dlaa=b=d=1ic=2
(rzeczywiscie |1 -1 —1-2| =1). Liczby a, b, ¢, d nie musza jednak by¢ catkowite
ani nawet wymierne — byle tylko spelnialy warunek (x). To spostrzezenie
pozwala na wykorzystanie siatek do stwierdzenia, jak dalece mozna liczbe
niewymierng przyblizy¢ przez liczbe wymierna — za chwile to sprecyzujemy.

Potrzebne do tego jest jeszcze jedno twierdzenie.

Twierdzenie Minkowskiego o kwadracie. Kwadrat o boku 2, majgcy $rodek
w wierzcholku dowolnie obranej siatki jednostkowej, ma w swoim wnetrzu lub
na brzegu jeszcze co najmmniej jeden wierzcholek tej siatki.

Twierdzenie to wydaje si¢ oczywiste, ale — o dziwo — o ile dowdd poprzedniego
twierdzenia jest do$é banalny (prosze sprobowaé — trzeba zwyczajnie obliczy¢
pole réwnolegloboku), o tyle dowdd twierdzenia Minkowskiego, ze wzgledu

na dowolno$¢ siatki, nie jest catkiem prosty. Ale my oba twierdzenia przyjmiemy
bez dowodu (dowdd ogélniejszej wersji drugiego twierdzenia znajduje sie

na stronie obok).

WeZmy teraz jakas liczbe niewymierna «. Ponadto obierzmy sobie jakas
(naprawde dowolna!) dodatnia liczbe ¢ i zbudujmy siatke jednostkowsa (rys. 3)
dla

a=—, b:g, c=0, d=c¢.

€ €

Istotnie, siatka jest jednostkowa, bo ad — bc = ad = —1. Zgodnie z twierdzeniem
Minkowskiego, wewnatrz lub na brzegu kwadratu o wierzchotkach
(1, 1), (-1, 1), (-1, —1), (1, —1) znajduje sie jaki$ punkt z naszej siatki
— oznaczmy odpowiadajace mu liczby catkowite przez mg i ng. Obie jego
wspOlrzedne musza miescié¢ sie w przedziale (—1; 1). Mamy zatem
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Okazalo sie zatem, ze dla dowolnej liczby niewymiernej « istnieje taka liczba
wymierna TT’LL—S, ktora przybliza te liczbe niewymierna z dokladnoscig co najmniej
taka, jak odwrotnosé¢ kwadratu swojego mianownika.
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