Losowe rozbicia odcinka, proces Poissona

i paradoks czasu oczekiwania

Rozktad wyktadniczy ma pewna godna uwagi wlasnosé.
Wyobrazmy sobie, ze opisuje on czas oczekiwania T’
na pewne zjawisko, zatem

P(T>t)=e ™ >0, A>0.
Podalismy ogon rozktadu, czyli szanse, ze czas oczekiwania
przekroczy t. Przypusémy, ze czekamy juz s jednostek
czasu. Jaka jest szansa, ze poczekamy jeszcze co najmniej ¢7?
Obliczamy za pomocy prawdopodobienstwa warunkowego:

P(T t, T
P(T>s+tT>s)= (I'>s+t >S):

P(T > s)
_P(T>s+t) et
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—e M=P(T>t), st>0.
Rezultat nie zalezy od s, dlatego powyzsza wlasnos¢ okresla
sig¢ jako brak pamieci dla rozktadu wyktadniczego. Wynika
z niej, ze nawet gdy czekamy juz bardzo dlugo, sredni dalszy
czas oczekiwania jest i tak réwny ET = 1/\.

Rozpatrzmy teraz ciag niezaleznych czaséw oczekiwania

Ty, Ts, ..., o tym samym rozktadzie co T'. Mogg to by¢,

na przyktad, czasy oczekiwania na zgloszenia do centrali
telefonicznej. Proces startuje w chwili 0, a kolejne zgtoszenia
nadchodzg w momentach S, =71 + ...+ T,. W chwili a
rozpoczynamy obserwacje procesu. Jaki jest $redni czas
oczekiwania m(a) na najblizsze zgloszenie?
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Mozliwe sa dwie odpowiedzi: (1) z wtasnosci braku pamieci
wynika, ze m(a) = 1/, bo nie jest istotne, kiedy miato
miejsce ostatnie zgloszenie poprzedzajace a; (2) ale przeciez
$redni odstep miedzy zgloszeniami jest réwny 1/, i skoro
punkt a znajduje sie wewnatrz odcinka o $redniej dtugosci
1/, to mozna sie spodziewaé, ze m(a) bedzie z grubsza
dwukrotnie mniejsze.

Zanim rozstrzygniemy ten paradoks, mata dygresja

o losowym rozbiciu okregu. Jesli wybierzemy losowo
(doktadniej: zgodnie z rozkladem jednostajnym) i niezaleznie
punkty A i B na okregu o dlugosci 1, to $rednie dlugosci
tukéw AB i BA beda rowne 1/2. A jesli przed losowaniem
ustalimy punkt P? Teraz tuk zawierajacy ten punkt bedzie
mial $rednia dlugosé 2/3. Istotnie, trzy punkty wybrane
losowo i niezaleznie z okregu dziela go na tuki o Sredniej
dtugosci 1/3. Wystarczy teraz obrécié okrag tak, by np.
pierwszy wylosowany punkt pokryt sie z P.

Odpowiednio wyksztatcona intuicja probabilistyczna
powinna podpowiedzieé¢, ze dluzszy przedzial ma wigksze
szanse przykrycia punktu P niz krétszy. Mozna pokazad,
ze rozktad dlugosci tuku AB jest jednostajny, ale rozktad
dlugosci tuku zawierajacego punkt P ma gesto$¢ 2z dla
z € [0,1].
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Analogiczne zjawisko powoduje, ze argumenty (1) i (2) nie
sg sprzeczne. Przedzial zawierajacy punkt a jest $rednio
dtuzszy niz 1/\ i odpowiedZ (1) nie prowadzi do paradoksu,
bowiem rzeczywiscie $redni czas oczekiwania na najblizsze
zgloszenie po chwili a jest réwny 1/A.

Natomiast $redni czas od ostatniego zgloszenia
poprzedzajacego a do a jest rowny +(1 — e ), wiec dla
duzych a przedzial nakrywajacy punkt a ma dlugosé niewiele
mniejsza niz 2/A. Oto szkic dowodu.

Po pierwsze, mozna wyliczy¢é gestos¢ g, i dystrybuante F3,
zmiennej losowej S,:
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Stad liczba N, zgloszen w przedziale [0, a] ma rozktad
Poissona z parametrem Aa:

P(N, =k) = P(Skx < a,Sk+1>a) =
=P({Sk < a}\ {Skt+1 < a}) =

k
= Fi(@) ~ Fiepa (a) = B0
Po drugie, jesli wiemy, ze w przedziale [0, a] bylo k zgloszen,
to uktadajg sie one tak, jak k& punktow rzuconych losowo
i niezaleznie'. Dlatego przedzial [0, a] zostanie podzielony
na (k + 1) przedzialéw o $redniej dtugosci a/(k + 1). Latwo
to zobaczy¢, gdy odwotamy sie do losowego rozbicia okregu
punktami X1, Xo, ..., Xiy1. Jasne jest, ze wszystkie tuki
maja réwne Srednie dtugosci. Po rozcieciu okregu w punkcie
Xk41 otrzymujemy losowe rozbicie odcinka.

Teraz za pomoca uogdlnienia wzoru na prawdopodobienstwo
catkowite obliczamy $redni odstep a od poprzedzajacego
zgloszenia. Jest on réwny
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Podalismy tu jedna z mozliwych konstrukcji procesu
Poissona. Z formalnego punktu widzenia jest on rodzina
zmiennych losowych (NVt):>o, liczacych ilo$é zgloszen

do chwili ¢.
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1Dla k = 1 mozna wykazaé, ze

P(X1 < s|X1 <t, X1+ Xo >1) =
gdy 0 < s < t na podstawie rysunk
(patrz obok); wystarczy skorzystac
z faktu, ze gesto$¢ lacznego rozktadu
(X1, X2), wyrazajaca si¢ w pierwszej
—X(z1+z2) ,
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éwiartce wzorem AZe
jest stata na odcinkach z1 + z2 = ¢,
z1,x2 2> 0. W wyzszych wymiarach
idea dowodu jest ta sama.
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