Informatyczny kacik olimpijski (2)

wartosé

Oto zadanie z Baltyckiej Olimpiady Informatycznej (2004):

Mamy dany cigg liczb naturalnych a;, 1 < i < N. Nalezy znaleZé taki cigg b;, Zeby

N
D lai = bi
i=1

byla najmniejsza mozliwa oraz b; < bjyq dla 1 <i < N.

Na poczatek zajmijmy sie troche prostszym zadaniem.
Oznaczmy S = Efil |a; — ;| i sprébujmy obliczy¢
minimalng mozliwg wartos¢ S. Zadanie to ma proste
rozwiazanie, korzystajace z metod programowania
dynamicznego. Niech liczba Ag(v) oznacza minimalna
wartos$é sumy Zle |a; — b;|, przy zalozeniu, ze by = v,
dla 1 < k < N. Dla utatwienia obliczen przyjmijmy,

ze Ap(v) = 0 dla dowolnego v. Latwo zauwazy¢, ze
optymalny ciag b; nie ma warto$ci mniejszych, niz
najmniejsze a;, ani wigkszych, niz najwieksze a;.
Oznaczmy te najmniejsze i najwigksze a;, odpowiednio,
przez X 1Y, za$ T niech oznacza liczbe mozliwych
wartosci, jakie moga przybiera¢ elementy ciagu a;

(T =Y — X + 1). Zauwazmy tez, ze optymalny

cigg b; nie zawiera zadnych wartosci poza wartosciami
wystepujacymi w a; — ta obserwacja przyda nam sie
pdzniej. Teraz S = minx<,<y An(v), zas na Ag(v), dla
1 < k, mamy prosty wzor:

Ar(v) = v —ag| + Xrgn&/n Ap_1(v").

<v

Wzér ten daje nam algorytm, ktéry w czasie O(NT)
oblicza minimalne mozliwe S (jesli tylko, dla v > X,
bedziemy pamigtaé¢ minimalne Ag_1(v’), co pozwoli
obliczyé¢ Ag(v) na podstawie Ag(v — 1) w czasie
stalym). Potrzebujemy tylko O(T') pamieci, poniewaz
do wyliczenia wartosci Ay potrzebne sa tylko wartosci
Ag—1, ktére mozemy nadpisa¢ przy zwiekszaniu k. Jesli
jednak chcemy znalezé sam ciag b;, musimy dla kazdego
Ap(v) zapamietaé, jakie v' daje taka jego wartosé.
Liczby v i v’ to nic innego, jak wartodci by i by,_1.

W ten sposéb zlozonosé pamieciowa rosnie do O(NT),
a czasowa pozostaje taka sama.

Dodatkowo, mozemy obnizy¢ zlozonosé, ograniczajac T'.
Jak zauwazyliSmy, wyrazy ciaggu b; nie przyjmuja
innych wartosci, jak te wystepujace w ciggu a;. Tych
wartosci jest co najwyzej N. Mozemy wiec obliczac
wartosci Ay (v) tylko dla O(N) réznych wartosci v.

W ten sposéb, po wstepnym ,wyjeciu” i posortowaniu
mozliwych wartosci elementéw ciaggu b; w czasie
O(Nlog N), gléwna cze$¢ algorytmu bedzie mieé
ztozonoéé czasows i pamieciowa O(N?).

Ale istnieje tez rozwiazanie o lepszej zlozonosci.

Na poczatek dziedzine Ay rozszerzmy na wszystkie
liczby naturalne, nie tylko te, ktore leza w przedziale
[X,Y]. Wzbr Ap(v) = |v — ag| + miny <, Ak—1(v") weiaz
ma sens, poniewaz dla v < X liczba A (v) jest coraz
wigksza dla coraz mniejszych v (poza przypadkiem, gdy
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k =0). Oznaczmy fO(w) = f(v—1)+ f(v+1) —2f(v).
Jest to podwéjna pochodna dyskretna ciagu f,
przesunieta o 1 pozycje. Ta ,pochodna” ma wlasno$¢:

fO+90=(f+9)9.
co widaé¢ wprost z definicji f<{. Zastanéwmy sie,
jak — tatwo i szybko — znajac A, znalezé Ay 7
Przejscie od Ay do Ap41 podzielimy na dwa etapy —
najpierw wyliczymy By (v) = min, <, Ax(v’), a nastepnie
do tego ciagu dodamy ciag Cx(v) = |v — ag41|,
otrzymujac Ax11. Stad Ci < jest ciagiem samych zer,
poza jedynym wyrazem Cj{(ap41) = 2. Ciag By
sktada sie z samych zer, a wiec A; = Cy. Zastanéwmy
sie teraz, jak wygladaja ciagi Ay dla k > 0. Dla
odpowiednio duzych v mamy Ag(v + 1) — Ax(v) = 1,
poniewaz ciag b;, dla 1 < i < k zachowuje optimum,
i zmienia si¢ tylko by. Co wiecej, jak si¢ za chwile
okaze, ciag A< ma wyrazy nieujemne. Niech t,
bedzie najwiekszym indeksem takim, ze A (L) > 0.
W takiej sytuacji Bi(v) = Ax(v) dla kazdego v < ¢y,
oraz By (v) = Ag(tx) dla pozostatych v. Podobnie, dla
v # t, mamy AxO(v) = Brd(v), a dla v =t mamy
ApO(v) = B (v) + 1. A skoro Ay 41 = B + Ci O,
to Ag+1<$ ma wyrazy nieujemne. Warto zauwazyé
w tym momencie, ze Ak (l) jest najmniejsza wartoscia
ciagu Ayg.

Jak teraz opisaé funkcje Ax{? Zapamietajmy ja jako
multizbiér — jesli funkcja ma na pozycji 4 wartosé 2, to
w zbiorze znajda sie dwie czwoérki itp. Przejscie z A
do B> wymaga znalezienia najwiekszego elementu
i usuniecia go (tylko raz, jesli sie powtarza). Przejscie
z B do Apy1<$ to dodanie do zbioru dwéch wartosci
ap+1- W takim razie widaé juz, jak znalez¢ opis funkcji
AN w czasie O(N log N) i pamieci O(N). Ile wynosi
zatem najmniejsze mozliwe S7 Oczywiscie, jest to
An(tn). Jak z kolei wyliczy¢ kolejne wartosei Ay (t)?
Wiemy na pewno, ze

Aps1(tesr) = Br(terr) + [tey1 — agya]-
Jedli jeszcze zauwazymy, ze dla k < N mamy
A (tx) = Bg(ty) = Bi(tk+1), to nie tracac na ztozonosci
mozemy rozszerzyé algorytm obliczania Ay <
o obliczanie Ag(t). Podobnie, nie tracac nic
na ztozonosci, mozemy skorzystaé ze spostrzezenia,
ze by =tn, adla k < N mamy by = min(tg, bgy1),
i obliczy¢ rowniez optymalny ciag by.
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