Rozwigzanie zadania M 1188.
Ustalmy liczbe catkowita dodatnig k
oraz rozpatrzmy zbiory A; = {1,k + 1},
As ={2,k+ 2}, ..., Ay = {k, 2k}.
Liczby 1 < 22 < ... < Tp41 sa dodatnie,
jest ich k + 1 oraz zadna z nich nie
przekracza 2k. Wobec tego, na mocy
zasady szufladkowej, pewne dwie liczby
r; < x;j znajdujg si¢ w tym samym
zbiorze A;. To oznacza, ze x; — x; =k,
co konczy dowdd.
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Euler, Lagrange i trzy ciala
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W Delcie 10/2007 Tomasz Kwast napisal o problemie trzech cial, a wlasciwie
jego szczegblnej wersji: o tzw. zredukowanym problemie trzech ciat.
Rozwiazania, ktére opisat, mozna stosunkowo latwo uogélni¢ i to na dwa
sposoby: rezygnujac z zalozenia o znikomej masie trzeciego ciata i dopuszczajac
szerszg klase orbit niz kolowe. Ze wzgledu na ich urode postaram sie te
uogdlnione rozwiazania opisa¢ w tym artykule. Najpierw jednak troche historii.

Problem trzech cial jest dla mechaniki tym, czym wielkie twierdzenie Fermata
dla algebry i teorii liczb: postawionym dawno, pozornie prostym zagadnieniem,
ktorego badanie przez niemal dwiescie lat wptywato na rozwdoj nowych

technik matematycznych, i za ktére brali si¢ najwybitniejsi: Poincaré, Jacobi,
Weierstrass, a wezesniej wspomniani w tytule Euler i Lagrange. Oczywiscie,
pelnego rozwiazania problemu nie ma i nie bedzie, gdyz ruch jest w ogélnosci
chaotyczny. Dwaj najwigksi mechanicy XVIII wieku znalezli jednak pierwsze,
Sciste rozwiazania szczegdlne.

Za nimi zalozymy, ze ruch wszystkich cial odbywa si¢ w jednej plaszczyznie.
Zapytamy, czy jest mozliwe, aby ruch byt wyjatkowo prosty: aby ciala tworzyly
caly czas pewna figure geometryczna, poddawana zmiennym w czasie obrotom
i jednoktadnosciom. Pojedynczo kazde ciato wykonywac¢ bedzie ruch wokot
srodka masy, przy czym przyspieszenie skierowane bedzie w kierunku tego
srodka.

Oznaczmy wektory polozen trzech cial przez Z;, ich masy przez m;,
a rj; = |&; — T%| niech oznacza odleglosé j-tego ciala od k-tego. Réwnania ruchu
maja postac
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Zgodnie z zasada zachowania pedu w pewnym uktadzie inercjalnym $rodek masy
trzech mas spoczywa. Wybierzmy ten uktad i dla uproszczenia przyjmijmy, ze
srodek masy pokrywa sie ze $rodkiem ukladu wspoélrzednych, czyli
(].) mi Z1 + meo To +ms I3 = 0.
Aby trzy masy w dowolnych dwéch momentach tworzyly figury podobne
(np. tréjkaty) o ustalonym $rodku masy, potrzebne jest, aby ich predkosci
i przyspieszenia réwniez byly tak samo przeksztalcone. W szczegdélnoscei oznacza
to, ze wektory ich przyspieszenia sa proporcjonalne do polozen z tym samym
wspdélezynnikiem proporcjonalnoscei dla wszystkich cial, czyli
2) T = —a @y
dla pewnej statej a. Poréwnanie tej zaleznosci z réwnaniami ruchu daje
sz . Gm3 . ( Gm2 Gm3> .
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Mo Ty + M3 T3 = — M T1
i podobnie dla pozostalych par cial. Dla poréwnania dopisaliémy na dole
przeksztalcone réwnanie $rodka masy (1).

Rozwazmy dwa przypadki. Jesli wszystkie odleglosci sa réwne (r12 = 193 = r13),
to pierwsze z tych réwnan wynika prosto z drugiego przez pomnozenie stronami
przez stata. Drugie réwnanie jest zawsze prawdziwe — $rodek masy wszak si¢ nie
przesuwa — wiec i pierwsze jest spelnione tozsamosciowo. Postawione warunki
spelnia wiec konfiguracja z masami umieszczonymi w wierzchotkach trojkata
rownobocznego.
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