Na podstawie tak przeprowadzonych wstepnych obliczen mozemy juz sobie
poradzi¢ z obstuga niepelnych fragmencikéow. Na poczatku dla kazdego
fragmencika w ciggu a wyznaczamy jego typ (liczbe calkowita od 0 do 3/n —1)
oraz poczatkowy element. Przy obstudze zapytania identyfikujemy jeden lub
dwa niepelne fragmenciki, sktadajace si¢ na segment S z zapytania, nastepnie
na podstawie ich typéw i tego, jakie ich kawalki sa zawarte w S, za pomoca
pojedynczych odwotan do wyzej skonstruowanej tablicy wyznaczamy szukane
minima. Poniewaz byly one obliczone przy zalozeniu, ze poczatkowy element
fragmencika jest réwny 0, to musimy je przeskalowaé o faktyczne poczatkowe
elementy rozwazanych fragmencikow. Za pomoca kilku prostych wzoréw mozemy
z opisu zapytania w czasie stalym wyluskaé¢ potrzebne nam parametry dotyczace
skrajnych fragmencikéw i ich kawalkéw, ktére sa zawarte w segmencie, zatem
caly ten krok moze zosta¢ wykonany dla kazdego zapytania RMQ w zlozonosci
czasowej O(1). Laczny czas wszystkich wykonanych po drodze wstepnych
obliczen jest liniowy wzgledem n, co pokazuje, ze otrzymaliémy algorytm,
dzialajacy tak szybko, jak chcieliSmy. Jest to zarazem najszybszy algorytm

na jaki mozna bylo praktycznie liczy¢ (nie sposéb sobie wyobrazi¢ istnienia
algorytmu o asymptotycznie mniejszej niz liniowa zlozonosci czasowej wstepnych
obliczen), mozemy zatem uznad, ze znalezliémy najlepsze mozliwe rozwiazanie
zar6wno problemu RMQ), jak i LCA.

Empiryczne badanie uogélnionej wersji gry Hamleta
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W pazdziernikowym numerze Delty rozwazaliSmy nastepujaca gre. Losujemy

litery ze stynnej kwestii Hamleta: to be or not to be (by¢ albo nie by¢)

tak dlugo, az otrzymamy dwuliterowe stowo to; za kazde wylosowanie litery

placimy ztotowke, ale na koncu, po uzyskaniu stowa to otrzymujemy nagrode

n zlotych. UstaliliSmy, ze aby gra byla oplacalna, warto$¢ nagrody n powinna

by¢ wigksza niz $rednia liczba losowan, jakie trzeba wykonaé, by otrzymacé stowo
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to. Obliczylismy, ze teoretyczna wartos¢ tej sredniej to 7 = 3 - 3 = % ~ 14,08.

Tym razem zajmiemy sie innymi wariantami gry Hamleta. Na poczatek
przyjmijmy, ze naszym docelowym slowem jest oo i obliczmy $redni czas
oczekiwania na to stowo (tj. srednia liczbe losowan, jakie trzeba wykonad,

by otrzymaé oo). W tym przypadku gra Hamleta jest réwnowazna losowej
wedrdwce pionka po planszy przedstawionej na rysunku 1 od pola poczatkowego
x do pola konicowego oo,

Rys. 1

a odpowiedni uktad rownan liniowych ma nastepujaca postac:
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Po jego rozwiazaniu otrzymujemy $redni czas oczekiwania na dwuliterowe stowo

00:
Fo 22113 (13)
16 4 4 )

Czy w grze Hamleta éredni czas oczekiwania na trzyliterowe stowo ooo jest

rowny
B + B ’ + B 3?
4 4 4 )

Fakt, ze éredni czas oczekiwania na dwuliterowe stowo oo okazatl si¢ krétszy

niz odpowiedni $redni czas oczekiwania na stowo to, chyba nikogo nie zdziwil.
Te dwa stowa réznia sie tylko pierwsza litera i litera o wystepuje w hadle
tobeornottobe czesciej niz litera t. Intuicja podpowiada nam, ze na stowa
utworzone z liter wystepujacych w hasle z wieksza czestoscia bedziemy srednio
czekali krécej niz na stowa utworzone z liter wystepujacych rzadziej. Czy wobec
tego éredni czas oczekiwania na ooo jest krotszy niz odpowiedni Sredni czas
oczekiwania na stowo too?

Zeby odpowiedzie¢ na to pytanie, wystarczy ulozy¢ i rozwiazaé¢ dwa uklady
réwnan liniowych z trzema niewiadomymi. Ale potem pojawig sie kolejne
pytania i uktadanie oraz rozwiazywanie odpowiednich uktadéw liniowych

w koncu nam si¢ znudzi. Dobrze bytoby mie¢ jakies rozwiazanie ogdlne, ktore
dla dowolnego hasta oraz docelowego stowa daje Srednig liczbe losowan, jakie
trzeba wykonaé, by wybierajac losowo litery z hasta, utworzyé dane stowo
docelowe. W tym artykule przedstawie empiryczne rozwiazanie tego problemu,
a w kolejnym, grudniowym numerze Delty — rozwiazanie teoretyczne. W obu
przypadkach postuze si¢ jako narzedziem jezykiem Logo.

Rozwigzanie empiryczne

W ogélnym przypadku dane jest dowolne hasto i cel — slowo, ktéore chcemy
wygenerowac, losujac litery z hasta. Ten proces wymaga wielu losowan, nie mniej
niz dlugos¢ stowa docelowego, ale zwykle znacznie wiecej. Wyrdzniamy tyle
roznych stanéw procesu, ile jest réznych prefikséw danego stowa docelowego.

Na przyktad, jesli dane jest hasto Hamleta tobeornottobe oraz cel bobot, to
wyrézniamy 6 réznych stanéw: stowo puste, jednoliterowe slowo b oraz bo, bob,
bobo, bobot. Rysunek 2 przedstawia graf przejsé pomiedzy stanami procesu.

2/13

Rys. 2

Naszym zadaniem jest zdefiniowanie funkcji 1ilo, ktéra dla danego hasta i celu
wyznacza losowa liczbe krokéw (losowan), po ktérych zaczynajac od stanu
poczatkowego, osiggamy cel. Przedtem jednak rozwiazemy problem bardziej
og6lny. Zdefiniujemy funkcje 1k, ktora dla danego dowolnego stanu procesu,
danego hasta oraz slowa docelowego wyznacza losowa liczbe krokéw od danego
(aktualnego) stanu do celu. Wynik tej funkcji obliczamy w nastepujacy sposéb:
sprawdzamy, czy dany (aktualny) stan jest docelowy, jesli tak, to wynikiem
funkgcji jest liczba 0 i koniec, w przeciwnym przypadku trzeba wykonaé jeden
krok do jakiegos wyznaczonego losowo nastepnego stanu — zeby obliczy¢ wynik,
do liczby 1 musimy doda¢ liczbe krokéw od nastepnego stanu do celu.
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Rozwigzanie zadania F 704.
Poczatkowo tloki znajdowaly si¢ w stanie
réwnowagi, zatem bytly spelnione
réwnania

2po = po + mg/S
oraz

3po = po + 2mg/S,
gdzie S jest polem przekroju
poprzecznego naczynia. Po
docigzeniu gérnego tloka, z prawa
Boyle’a—Mariotte’a mamy, ze:

3podS = 1(Q + 2po ),

2podS = (d = 1)(Q + poS),
gdzie | to nowa wysoko$¢ dolnego ttoka,
a @ to sila dociskajaca gérny tlok.
Z powyzszych réwnan otrzymujemy:

I =d(3—+V6) ~ 2,75 cm.

W Logo mozna to zakodowaé¢ w nastepujacy sposob.

oto 1k :stan :haso :cel

jesli :stan = :cel [wynik 0]

wynik 1 + 1k nastepny :stan :haso :cel

juz

A jak wyznaczy¢ nastepny stan procesu? Wybieramy losowo litere z hasta

i dopisujemy ja na koniec aktualnego stanu. Wynikiem jest najdluzszy sufiks
otrzymanego w ten sposob stowa, ktéry jest prefiksem danego stowa docelowego.

oto nastepny :stan

wynik suprefiks nak los :has¥o :stan :cel

juz

Brakuje jeszcze definicji funkcji suprefiks, ktoéra znajduje najdluzszy sufiks
pierwszego danego stowa bedacy prefiksem drugiego danego stowa.

oto suprefiks :s1 :s2

jesli prefiks? :sl :s2 [wynik :s1]

wy suprefiks bp :sl :s2

juz

oto prefiks? :s1 :s2

jesli puste? :sl [wy "prawda]

jesli (pierw :s1) <> pierw :s2 [wy "fatsz]

wy prefiks? bp :s1 bp :s2

juz

Obliczenie liczby krokéw od stanu poczatkowego (czyli od stowa pustego)

do celu jest tylko szczegdlnym przypadkiem zadania obliczenia liczby krokéw
od dowolnego stanu procesu do kornica. Zapowiedziang wyzej funkcje 1ilo mozna
zdefiniowaé w nastepujacy sposéb.

oto lilo :has?to :cel

wynik 1k " :hasto :cel

juz

Mozemy teraz eksperymentalnie sprawdzié¢, ile razy trzeba losowaé litery

z hasla Hamleta, by wygenerowaé¢ nasze przyktadowe stowo bobot. Jednoczesnie
przetestujemy nasze rozwiazania programistyczne.

? powtérz 10 [wpisz lilo "tobeornottobe "bobot wpisz "|, |]
5678, 417, 1508, 727, 650, 2446, 1400, 1087, 2365, 2177,

Najszybciej otrzymalismy stowo bobot po 417 losowaniach, chociaz teoretycznie
mogloby sie nam to udaé juz po pieciu. Najwieksza liczba losowan to 5678.
Trudno dokladnie oceni¢ odpowiednia $rednia wartos¢ liczby losowan

na podstawie 10 wynikow. Zdefiniujemy jeszcze jedna funkcje §1ilo, ktorej
wynikiem jest §rednia z n wartosci funkeji 1ilo dla danego hasta i celu.

oto §lilo :n :hasto :cel

niech "suma O

powtdrz :n [przyp "suma :suma + lilo :has?o :cel]

wynik :suma / :n

juz

Obliczmy $rednia ze 100 wartosci 1ilo. Po napisaniu polecenia:
pisz §1lilo 100 "tobeornottobe "bobot

komputer wypisal 1798.37, ale po wywolaniu tego samego polecenia jeszcze raz
komputer wypisal komunikat o bledzie:

Btad w wierszu 2 procedury prefiks?: Zbyt wiele wywoZan procedur.
Prawdopodobnie nieskoiczona rekurencja.

Nasze procedury, chociaz sa poprawne, maja ograniczony zakres stosowalnosci.
Zadanie wyznaczania $redniego czasu oczekiwania na stowo bobot lezy
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na granicy tego zakresu. Mozna napisaé inng iteracyjna wersje procedury
lilo, by ten zakres znacznie poszerzy¢. Pozostawiam to jako otwarte zadanie
dla Ambitnego Czytelnika. Tymczasem postuzymy sie funkcja §1ilo, by
odpowiedzieé¢ na kilka pytan dotyczacych gry Hamleta (i nie tylko).

1. Na ktoére slowo: too czy ooo trzeba srednio dluzej czekac?
Zeby to sprawdzié¢, napiszmy:

pisz §1lilo 1000 "tobeornottobe "too
44 .858

a nastepnie:

pisz §1ilo 1000 "tobeornottobe "ooo
48.201

Wynik tego pojedynku jest korzystny dla too. Sredni czas oczekiwania na too
w tysiacu prébach okazal sie krétszy niz w przypadku ooo. Watpiacemu
Czytelnikowi, ktory ma trudnosé z pogodzeniem tego faktu z intuicja, proponuje
narysowanie dwéch graféw podobnych, jak na rysunkach 1 i 2, reprezentujacych
procesy losowania liter z hasta Hamleta, az do uzyskania odpowiedniego stowa
too oraz ooo, a nastepnie wyobrazenie sobie, jak moga przebiegaé te dwa
procesy.

2. Czy Sredni czas oczekiwania na slowa: too, oto oraz oot jest taki
sam?
Tym razem napiszemy po kolei nastepujace dwa polecenia:

pisz §1ilo 1000 "tobeornottobe "oot
44.709

pisz §1ilo 1000 "tobeornottobe "oto
49.081

Sredni czas oczekiwania na slowo oot okazal sie zblizony do otrzymanego przed
chwilg $redniego czasu oczekiwania na too. Sredni czas oczekiwania na oto
okazal sie wyraznie dtuzszy. Czy te eksperymentalne wyniki daja podstawe

do twierdzenia, ze odpowiednie teoretyczne $rednie czasy oczekiwan na too
oraz oot sg réwne i mniejsze niz teoretyczny $redni czas oczekiwania na oto?
Tym i innymi podobnymi zagadnieniami zajmiemy si¢ w nastepnym numerze.
Ambitny Czytelnik moze potraktowaé je jako zadanie domowe.

Na koniec zajmiemy si¢ jeszcze jednym problemem, ktéry z pozoru nie ma
zwiazku z gra Hamleta.

3. Ile razy $rednio trzeba rzucié¢ kostka, zeby otrzymaé trzy széstki po
kolei?
Teoretycznie: 6 + 62 + 6% = 258.

Poshuzymy sie funkcja §1ilo, by skonfrontowaé ten teoretyczny wynik

z doswiadczeniem. W przypadku, gdy haslem jest szescioliterowe stowo
utworzone z kolejnych cyfr 123456, a slowo docelowe to sekwencja trzech
sz6stek 666, gra Hamleta jest rownowazna z rzucaniem kostka az do uzyskania
trzech széstek po kolei. Uzyjemy funkcji §1ilo, by obliczy¢ 10 razy $redni czas
oczekiwania na trzy szostki w serii 1000 prob.

powtérz 10 [wpisz §1ilo 1000 123456 666 wpisz "|, |]
253.904, 269.942, 257.992, 256.343, 263.492, 268.231, 252.877, 257.92,
263.571, 260.772,

Otrzymane empiryczne Srednie sa do$¢ zgodne ze $rednia teoretyczna, ale jak
zwykle tylko do pewnego stopnia. Najwigksza otrzymana eksperymentalnie
$rednia rézni sie od dokladnej wartosci teoretycznej o okoto 5%. Rzucanie kostka
az do uzyskania okreslonej sekwencji wynikéw nie jest jedynym przyktadem
procesu losowego, ktory sprowadza sie do gry Hamleta. To jeden z powodow,

by sie nia zainteresowa¢. W kolejnym odcinku wrécimy do tej gry i bedziemy ja
rozwazali z perspektywy teoretycznej.
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