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Rys 1. Tak zdefiniowany rewersal
modeluje zjawisko molekularne
zaobserwowane juz w 1938 roku
u muszki owocéwki. Na rysunku widzimy
prawdziwy rewersal, ktéry polega na tym,
ze fragment chromosomu zawija sig
w petelke, a nastepnie petelka ta zostaje
powtérnie rozciggnieta w taki sposob, ze
kolejno$¢ genéw poltozonych wewnatrz
ulega odwréceniu.

Nalesniki Billa Gatesa. Problem
sortowania przez rewersale z dodatkowym
ograniczeniem, ze uzywamy tylko
rewersali typu p(1, i), czyli tzw.

rewersali prefiksowych, byt badany przez
studenta Harwardu Billa Gatesa i jego
promotora Cristosa Papadimitriou.
Podali oni ograniczenia na liczbe

dpref (n) = MaXreSy dpref (7T)

Sy oznacza tutaj zbiér wszystkich
permutacji n-elementowych. Motywacji
do sortowania przez rewersale prefiksowe
nie dostarczyta biologia molekularna,
lecz nastepujaca zagadka kulinarna:
wyobrazmy sobie niestarannego kucharza,
ktéry smazy nale$niki réznej wielkosci
oraz kelnera pedanta, ktéry pragnie
podaé gosciom na stét tace z naleSnikami
utozonymi w zgrabna piramide — od
najwigkszego na dole do najmniejszego
na goérze. dprep(7) jest minimalng liczbg
operacji odwrécenia czubka nale$nikowej
gory, jaka musi wykonac kelner, zeby
posortowaé nale$niki. Znane oszacowania

sg nastepujace: 1on < dpref(n) < 3n+ 3.

Problem znalezienia dokladnej wartosci
dpres(n) nadal czeka na rozwigzanie.

*Instytut Informatyki, Uniwersytet
Warszawski

Bajka o Kocie w Butach,
czyli jak zamieni¢ czlowieka w mysz

Anna GAMBIN ™

Wiekszosé z nas zaakceptowala fakty, do ktérych juz od potowy dziewietnastego
stulecia przekonywat nas Karol Darwin i jego nastepcy, méwiace, ze cztowieka
taczy wyjatkowo bliskie pokrewienstwo z malpami. Duzo trudniej zgodzié sie

z tym, ze gatunek ludzki bardzo wiele wspdélnego ma z pospolitymi myszkami

— tutaj réznice na pierwszy rzut oka sa jeszcze bardziej ewidentne. Okazuje

sie jednak, ze genetycznie jesteSmy bardzo podobni. Jezeli wyobrazimy sobie
genom myszy (20 par chromosomdw) jako dlugi naszyjnik nawleczonych

na nitke genéw, to wystarczy pociaé¢ go na okoto 200 fragmentéw i odpowiednio
powiazaé, aby otrzymaé 23 pary chromosoméw czlowieka. Oznacza to, ze
stosunkowo niewiele rearanzacji genomowych miato miejsce na przestrzeni,
bagatela, 80 milionow lat, kiedy to nasza ewolucja podazata odmiennymi
torami. Dla $cistosci wyjasniam, ze zaniedbujemy w tym podejéciu duzo czestsze
zmiany genomu, takie jak mutacje punktowe i uznajemy dwa fragmenty DNA za
rownowazne, jesli koduja geny pelniace w rozwazanych organizmach taka sama
funkcje.

Na pewno pamietacie bajke o Kocie w Butach i jego wielkim sukcesie, kiedy
namoéwil ztego czarownika do przybrania postaci polnej myszki. Po tym ruchu
wystarczylo szybko myszke potknaé, a rozlegte dobra czarownika, w tym
przepiekny palac, staly sie wlasnoscia Jasia i jego szlachetnie urodzonej
malzonki.

Zostaniemy teraz czarownikiem i zamienimy czlowieka w mysz za pomoca
genetycznych manipulacji, starajac sie, aby uczyni¢ ten proces jak najbardziej
efektywnym. Jak sie domyélacie, bedzie nam potrzebny matematyczny
model zjawiska rearanzacji genomu. Na poczatek zalézmy, ze genom bedzie
reprezentowany przez permutacje m = (my,ma, ..., T,) zbioru {1,2,...,n}.
O elementach permutacji mozemy mysleé¢ jako o genach albo, co jest blizsze
prawdy, wigkszych spojnych fragmentach chromosomu. Do tasowania porzadku
gendéw uzyjemy operacji o nazwie rewersal (oznaczmy ja literka p). Operacja ta
ma dwa parametry, ¢ oraz j, a zastosowana do permutacji m = (71, 72, ..., T,),
odwraca porzadek genéw od i-tego do j-tego, czyli:

pﬂ'(i,j) = (71'1, ey T 1y Ty T — 1y v v oy T 1 Ty Ty - - ,T(n).
Nasze efektywne czary polegaja na przeksztalceniu permutacji m (czlowiek)
w permutacje § (myszka) przy uzyciu jak najmniejszej liczby rewersali. Tak
wiec poszukujemy ciagu takich operacji p1, p2, ..., pt, 2€ pg -+ p2p1™ = J oraz
t jest jak najmniejsze. Liczbe ¢t nazwiemy odlegloscia rewersalowa pomiedzy
permutacjami 7 i d. Nie jest trudno zauwazy¢, ze mozemy bez straty ogdlnosci
rozwazaé problem sortowania przez rewersale, czyli znalezienia odleglosci d(r)
permutacji m od permutacji identycznosciowej (1,2,...,n).

Okazuje sie, ze posortowanie permutacji przy uzyciu rewersali jest zadaniem
do$¢ skomplikowanym. Jesli zajmiemy sie jedynie chromosomem X myszy

i czlowieka (ten chromosom zawiera u wiekszosci ssakow bardzo podobne

geny 1 moze by¢ reprezentowany jako permutacja dlugosci 7), to stosunkowo
nietrudno zweryfikowac fakt, ze odleglo$¢ rewersalowa pomiedzy nimi wynosi 6.
Sytuacja komplikuje si¢ bardzo, kiedy rozwazamy genomy o wiekszej liczbie
blokéw zachowujacych porzadek gendw, czyli dtuzsze permutacje.

Do oszacowania d(7) bardzo pomocne okazuje si¢ pojecie punktu zlamania
permutacji (ang. breakpoint). Przyjmijmy oznaczenie i ~ j, jesli |i — j| = 1.
Dodatkowo na obydwu konicach permutacji # = (71, w2, . .., m,) dopiszmy w9 = 0
oraz m,+1 = n + 1. Pare kolejnych elementéw permutacji (7, m41) dla 0 < i< n
nazwiemy sgsiedztwem, jesli m; ~ ;41 czyli sa to po prostu kolejne liczby. Przez
punkt zlamania permutacji bedziemy z kolei rozumieé¢ pare (m;, m;41), dla ktérej
T o Tip1. Lauwazmy, ze permutacja identycznosciowa nie ma zadnego punktu
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Oczywiscie, nie mozna wykluczy¢, ze
kto$ rozwiaze warta milion dolaréw
zagadke, pokazujac, iz klasa probleméw
wielomianowych jest tozsama z klasg
probleméw niedeterministycznych
wielomianowych, czyli P = NP. Wigcej
o zagadnieniach zlozonosci obliczeniowe]j
mozecie przeczyta¢ w numerze Delty
01/2007.
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Rys. 2. Graf ztaman i jego
dekompozycja na cykle dla permutacji
™ =(2,3,1,4,6,5).
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ztamania, czyli proces sortowania polega na eliminacji punktéw ztamania.
Dowolny rewersal potrafi wyeliminowaé¢ co najwyzej dwa punkty zlamania, co
pozwala uzyska¢ oszacowanie: d(m) > @, gdzie b(m) oznacza liczbe punktéow

zlamania permutacji 7.

Korzystajac z powyzszego oszacowania, zaproponowano wielomianowy algorytm
aproksymacyjny ze wspolczynnikiem aproksymacji 2 dla problemu sortowania
przez rewersale. Oznacza to, ze algorytm wygeneruje ciag rewersali co najwyzej
dwa razy dluzszy niz optymalny. Udowodniono tez, ze problem sortowania
przez rewersale jest N P-trudny, czyli najprawdopodobniej nie istnieje algorytm
o zlozonosci wielomianowej sortujacy permutacje za pomoca minimalnej liczby
rewersali.

Poniewaz oszacowanie d(m) za pomoca liczby punktéw zlamania jest najczesciej
bardzo niedokladne, zaproponowano kolejne pojecia majace elegancka, grafowa
interpretacje. Dla permutacji w skonstruujemy graf zlaman G(7), ktéry bedzie
mial n + 2 wierzcholki etykietowane liczbami {0, 1,2,...,n,n + 1}. Kazde dwa
wierzcholki (m;, m;41) taczymy krawedzia w kolorze czarnym, natomiast pare
(m;, ;) taczymy kolorowa krawedzia, o ile m; ~ m;, czyli sa to kolejne liczby

w permutacji identycznos$ciowej. Konstrukcje grafu mozemy wyobrazié¢ sobie
jako nawlekanie na czarna nitke kolejnych genéw jednego organizmu, a nastepnie
nawlekanie na kolorowa ni¢ kolejnych genéw drugiego organizmu. Cykl w grafie
to taka Sciezka, ktéra zaczyna sig¢ i konczy w tym samym wierzchotku. Cykl
nazwiemy alternujgcym, jesli kolory kolejnych krawedzi na naszej $ciezce beda
zmieniaé si¢ naprzemiennie.

Nasz dwukolorowy graf ma ciekawa wlasnos¢ nazywana zbalansowaniem.
Oznacza to, ze kazdy jego wierzcholek jest zbalansowany, czyli wychodzi z niego
taka sama liczba krawedzi kolorowych co czarnych. Sa to zawsze dwie czarne
krawedzie i dwie kolorowe, z wyjatkiem dwoch skrajnych elementéw permutacji,
czyli 0 i n + 1. Nietrudno pokazaé, ze grafy zbalansowane maja tzw. cykl Fulera,
czyli cykl, ktéry zawiera wszystkie krawedzie w grafie i kazda przechodzi
doktadnie raz.

7Z faktu, ze graf ztaman dla permutacji ma alternujgcy cykl Eulera, wnioskujemy,
iz mozna przyporzadkowaé¢ wszystkie krawedzie grafu roztacznym cyklom
alternujacym w taki sposéb, ze kazda krawedz wystepuje w dokltadnie jednym
cyklu. Nazywamy taka operacje dekompozycjqg na cykle grafu G(w). Graf

z rysunku 2 moze zosta¢ zdekomponowany na 4 cykle alternujace: 2 — 3 — 2,
6—55—26,4—-5—-7—-6—>40raz0—1—3—4—1—2— 0. Okazuje sie,
ze wiecej cykli nie uzyskamy w zadnej innej dekompozycji tego grafu, czyli jest
to dekompozycja na maksymalna liczbe cykli — oznaczmy te liczbe przez c(m).

Pozyteczna dla nas wlasnos¢ dekompozycji na cykle jest nastepujaca: kiedy
zastosujemy dowolny rewersal do permutacji m, liczba ¢(7) moze si¢ zmienié

co najwyzej o jeden. Oznacza to po prostu, ze wykonujac rewersal w celu
posortowania permutacji, mozemy dodaé co najwyzej jeden cykl. Zauwazmy, ze
graf ztaman permutacji identyczno$ciowej jest dekomponowalny na maksymalng
liczbe cykli alternujacych, czyli n 4+ 1. Udowodniono, ze zachodzi oszacowanie
d(m) =2 n+1— c(m), ktére jest o wiele bardziej dokladne, niz rozwazane
poprzednio d(m) > b(w)/2 (gdzie, jak pamietamy, b(m) oznacza liczbe punktéw
zlamania permutacji 7).

Niestety, nie zawsze wykonanie rewersalu doda jeden cykl do naszej
dekompozycji na maksymalna liczbe cykli alternujacych. Dlatego za pomoca
liczby cykli potrafimy jedynie oszacowaé odleglosé rewersalowa. Dobra
wiadomosé jest taka, ze dla permutacji o molekularnym rodowodzie (to znaczy
takich, ktére modeluja porzadek genéw na chromosomie) w powyzszym
cyklowym oszacowaniu zachodzi najczesciej réwnosé, czyli d(m) = n + 1 — ¢(n).
Wydawaloby sie, ze ta obserwacja powinna zagwarantowaé sukces naszym
czarom: wystarczy znalezé dekompozycje grafu zlaman G(7) na maksymalna
liczbe rozlacznych krawedziowo cykli alternujacych ¢(r), policzy¢ te cykle

i wykona¢ odpowiednie rewersale, a z chromosomu ztego czarownika dostaniemy
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Rys. 3. Graf zlaman i jego jednoznaczna
dekompozycja na cykle dla permutacji
ze znakami © = (+2, =3, +1, +4, —6, +5).

chromosom matej myszki. Okazuje sie jednak, ze nasze czarodziejskie
matematyczne zaplecze jest nadal za stabe, bo problem znalezienia wspomnianej
dekompozycji jest ztozonos$ciowo zbyt trudny.

Na szczescie w sukurs przychodzi nam znéw biologia — przypomnijmy sobie, ze
ni¢ DNA jest obiektem skierowanym (ma swdj poczatek — przez biologéw zwany
5" i koniec ochrzczony 3’ — obydwie nazwy pochodza od polozenia atoméw
wegla w czasteczee cukru deoksyrybozy). Podobnie geny lezace na nici DNA

sa skierowane, czyli powinniS§my nasz permutacyjny model organizmu bardziej
skomplikowaé. Komplikacja nie bedzie wielka, natomiast zysk z lepszego modelu
znaczacy. Porzadek genéw bedziemy teraz reprezentowaé jako permutacje

ze znakami, czyli z kazdym elementem zwigzujemy znak '+’ lub '—’, wskazujacy,
czy gen jest skierowany w prawo czy tez w lewo. Oczywiscie, geny lezace

na jednej nici DNA sy skierowane w t¢ samg strong, ale podwdjna spirala DNA
sktada sie z dwdch nici DNA biegnacych w przeciwnych kierunkach — stad rézne
znaki w naszej permutacji odpowiadaja temu, ze gen pochodzi z jednej badz

z drugiej nici DNA.

Zastanéwmy sie teraz, jak dziala rewersal p(i, j) na permutacji ze znakami.
Odwraca on na pewno porzadek genéw, ale tez zamienia ich znaki (kierunki).
Dla przykladu, stosujac rewersal p(2,5) do permutacji (+1,—5, —4, —3, —2),
dostaniemy skierowana permutacje identycznoéciowa (+1, +2, 43, +4, +5).
Rewersal p(i,7) zamienia znak genu i. Znowu interesuje nas minimalna liczba
rewersali d(), ktére przeksztalca permutacje ze znakami = w skierowana
permutacje identycznosciowa (+1,42, ..., +n). Dla permutacji ze znakami
mozemy tez zbudowaé graf ztaman, zastepujac kazdy wierzchotek w grafie

G () przez dwa wierzcholki symbolizujace poczatek i koniec genu. Oznaczmy
te wierzcholtki dla genu ¢ jako ia (poczatek) oraz ib (koniec). Tak wiec gen +2
bedzie reprezentowany przez pare sasiednich wierzchotkow 2a i 2b, natomiast
gen —3 bedzie reprezentowany jako para 3b i 3a. Czarnymi krawedziami taczymy
teraz sasiednie konce genéw, czyli dla permutacji z rysunku 3

7= (+2,-3,+1,+4,-6,+5)
taczymy wierzchotki 2 i 3b, nastepnie 3a i 1a, itd. Kolorowe krawedzie potacza,
tak jak poprzednio, geny sasiednie w permutacji identycznosciowej (skierowanej),
czyli wierzchotek 1b taczymy z 2a, 2b z 3a, 3b z 4a, itd.

W tej chwili wystarczy, ze spojrzycie na obrazek na marginesie, a dokonacie
zaskakujacego odkrycia: w naszym nowym grafie dekompozycja na alternujace
cykle jest jednoznaczna! Ma ona w szczegllnosci maksymalng liczbe cykli.

W naszym przykladzie sa dwa takie cykle: 0 — 1la — 3a — 2b — 3b — 4a —
— 1b — 2a — 0 oraz 4b — 5a — 6a — 5b — 7 — 6b — 4b. Wnioskujemy stad,
ze aby posortowaé nasza przykladowa permutacje, musimy uzy¢ co najmniej
d(r)=n+1—c(r) =6+ 1 — 2 =5 rewersali. Okazuje sie, ze 5 rewersali
wystarczy (sprébujcie!).

Powinnidmy wtasciwie zakonczy¢ teraz molekularno-matematyczne czary
usatysfakcjonowani faktem, ze wiekszo$¢ ztych czarownikéw potrafimy
efektywnie zamienia¢ w wiele niegroznych zwierzakéw. Warto jeszcze

dodaé, ze uparci matematycy nie dali za wygrang i znalezli dla permutacji

ze znakiem doktadna liczbe rewersali niezbedna do posortowania. Wymnosi

ona d(m) =n+1—c(n) + h(r) + f(r), gdzie ¢(m) jest znang nam liczba cykli
alternujacych, h(w) jest liczba plotkéw w permutacji, natomiast f(7) wynosi 1,
kiedy permutacja 7 jest fortecg (jesli 7 nie jest forteca, to f(w) = 0). Nazwy
plotek i forteca sugeruja przeszkody, ktore trzeba pokonaé, sortujac permutacje.
Ich zdefiniowanie, niestety, wymagaloby o wiele dluzszych rozwazan.

Na zakoficzenie wspomnijmy, ze matematyczna teoria sortowania przez
rewersale pozwolila dokonaé ciekawego biologicznie odkrycia: rozwazajac
najbardziej efektywny scenariusz transformacji jednego organizmu w drugi,
spotykamy rewersale, ktére bardzo czesto sa zaczepione w ustalonym punkcie
w chromosomie. Wlasnosci takich ,wrazliwych” miejsc, odkrytych przez
matematykow, sa teraz badane przez biologbw.
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