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W dowolnie malym kacie wierzchotkowym
sg wszystkie proste przechodzace przez jego
wierzchotek

Jedli na plaszcezyzZnie wykonamy symetrie wzgledem dwoch
przecinajacych sie prostych, okaze sie, ze wykonaliSmy obrot
wokol punktu ich przeciecia o podwojony kat miedzy tymi
prostymi. Dowdd tego faktu jest prosty. Dowolny punkt P —

P jeden z tak nazwanych punktéw na rysunku 1 — po symetrii
wzgledem prostej k znajdzie sie w punkcie P/, ktéry z kolei
po symetrii wzgledem prostej [ znajdzie sie w punkcie P”.
Oznaczamy przez Py srodek odcinka PP’, a przez P, $rodek
odcinka P’ P"”. Wéwczas mozemy zauwazy¢, ze dla kazdego
z punktéw P mamy

S POP" = «POP, + <P,OP" +<xP'OP, +<x<POP" =
= 24 P,0P +24P'OP = 24 DP,0P, = 2<Kkl.

Smiato napisaliémy, ze chodzi o 2< H, ale (rys. 2) dwa razy ktoéry,
a czy 7 Czytelnik Przytomny z pewnoscia sprawdzi, ze to wszystko
jedno — przypominamy, ze chodzi o katy zorientowane.

To spostrzezenie pozwala z latwoscia udowodnié¢ to, co Niemcy nazywaja
twierdzeniem Schmidta: zloZenie trzech symetrii wzgledem prostych
przechodzgcych przez jeden punkt to symetria wzgledem jednej prostej tez
przez ten punkt przechodzgcej. Faktycznie, dla symetrii kolejno wzgledem
prostych k, [, m zastepujaca je symetria to symetria wzgledem takiej
prostej n, ze (rys. 3)

(%) <kl = —<mn,

prawda? Czytelnikowi Watpiacemu zwrécimy uwage, ze wykonanie
kolejno wszystkich czterech symetrii to obrot o kat

<kl 4+ <mm =0,
mamy wiec (S, to symetria wzgledem prostej a, natomiast Id to
identycznosé)
Id = S,5,,5,5,, zatem S,,5,.5=5,5,5m55 = S,1d=85,.
W szczegdlnosei, gdy zastapimy symetrie kolejno wzgledem prostych
k, 1, k jedna symetria, to jej o$ bedzie (rys. 4) obrazem symetrycznym
prostej [ wzgledem prostej k — prosze sprawdzi¢ ze wzorem (*).

I tak dojechaliémy do tytulowego stwierdzenia. Jesli bedziemy sktadali
symetrie wzgledem prostych nalezacych do danego kata wierzchotkowego,
to uzyskamy symetrie wzgledem wszystkich prostych kata trzy razy
wiekszego — wystarczy stosowaé ostatnio poczynione spostrzezenie.

A powtarzajac te operacje wiele razy, przez to potrajanie uzyskamy
symetrie wzgledem wszystkich prostych przechodzacych przez wierzcholek
tego kata.

No dobrze, to sa symetrie, ale gdzie te proste? Szanowni Czytelnicy,
czyz mozna watpi¢ w istnienie prostej, gdy umiemy wykonaé symetrie
wzgledem niej?
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