Rys. 4. Uklad do badania efektu Magnusa
w wodzie;
a) widok z boku:

1 — tekturowe pudetko,

2 — rynienka,

3 — kulka,
4 — akwarium lub duzy stoik,
5 — woda,

b) widok z przodu.

¢wiczenie warto przeanalizowaé rozklad predkosci i kierunek dodatkowego
cisnienia Ap podczas obrotu walca w lewo. Zaobserwowany przez nas efekt
odchylenia kierunku ruchu obracajacego i przesuwajacego sie¢ w plynie ciala
stalego nazwany jest od nazwiska jego odkrywcy efektem Magnusa.

Dzialanie sity Magnusa powodujacej zakrzywienie toru w efekcie Magnusa
mozemy rowniez tatwo zaobserwowaé w przypadku kulek poruszajacych sie
w wodzie lub oleju. Poniewaz gestos¢ wody lub oleju jest szacunkowo okoto
tysiaca razy wieksza od gestosci powietrza, tylez razy bedzie wieksza sila
Magnusa. Wzér opisujacy te sile jest nastepujacy.

(2) P, = mppvudl.

We wzorze (2) P, oznacza wartos¢ sity Magnusa, [ — dlugosé walca, d — jego
Srednice, v, u — odpowiednio predkos¢ unoszenia i predkosé optywu walca

w odleglosci, na ktorej ruch jest niezaburzony, czyli w dostatecznie duzej
odlegtosci od walca, p, — gestosé ptynu. Jako ciekawostke warto dodac, ze
niemiecki fizyk i chemik w jednej osobie, Kutta, oraz badacz rosyjski, Zukowski,
podali prawie jednoczesnie ten wzdér na obliczenie sity Magnusa.

Przystapimy teraz do zbadania efektu Magnusa w cieczach. Potrzebne bedzie
akwarium, ktére z powodzeniem mozna zastapié¢ pieciolitrowym stoikiem od
przetwordéw spozywczych. Ponadto tekturowe pudetko dwukrotnie wyzsze od
stoika, dwie linijki o dlugosci 50 cm oraz tasma klejaca i nozyczki. Nieco uwagi
nalezy poswiecié¢ kuleczce, ktéra staczaé si¢ bedzie do ptynu. Powinna mie¢ ona
srednice okolo 1-2 cm i byé wykonana z materialu o gestosci nieco wiekszej od
gestosci wody. Z powodzeniem mozna tu zastosowac kulisty koralik z tworzywa
sztucznego.

Tym razem przeprowadzamy doswiadczenie w ten sposéb, ze umieszczamy kulke
w poblizu szczytu rynienki i puszczamy ja swobodnie, pozwalajac si¢ jej stoczyé
do wody. Obserwujemy uwaznie ruch kuleczki w wodzie. Whrew oczekiwaniom
tor kuleczki w wodzie zakrzywia sie i kuleczka zamiast po paraboli porusza

sie po torze o ksztalcie zblizonym do odwréconej litery C. Z jeszcze bardziej
kuriozalnym przypadkiem spotkali si¢ zolnierze niemieccy, kiedy stwierdzili,

ze podczas strzelania z mozdzierza gltadkimi pociskami jeden z nich poruszal

sie po petli, a nastepnie spadl za strzelajacymi. Na szczeScie, méwiac jezykiem
wojskowym, obyto si¢ bez strat sily zywej i sprzetu.
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Ro6wnanie Pitagorasa w kongruencjach

Anna SILKA*, Tomasz SZEMBERG *
W 1994 roku Andrew Wiles udowodnit sformutowane w XVII wieku Wielkie

Twierdzenie Fermata, ktore gtosi, ze réwnanie

(1) 2y =2

dla n > 3 nie ma nietrywialnych (tj. takich, ze wszystkie liczby x,y, z sa rézne
od zera) rozwiazan w zbiorze liczb catkowitych.

7 drugiej strony wiadomo, ze dla n = 2 rownanie

(2) 2ty = 2

ktérego nie sposéb nie skojarzy¢ z imieniem Pitagorasa, ma nieskonczenie wiele
rozwigzan catkowitych.

W tym artykule chcemy sie zastanowié, ile rozwiazan ma réwnanie Pitagorasa
w ciele Z,, dla ustalonej nieparzystej liczby pierwszej p. Méwiac nieco
gornolotnie, bedziemy sie zajmowaé geometria algebraiczna nad pewnymi
cialami skoficzonymi. Liczenie rozwiazan pewnych réwnan typu (1) modulo p
stanowilo istotny element dowodu Wilesa.

Przypomnijmy, ze cialo Z, to zbiér reszt z dzielenia przez p, tzn.
Z,={0,1,2,3,...,(p—2),(p — 1)}, w ktérym dzialania okreslone sa niemal
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jak zwykte dodawanie i mnozenie liczb catkowitych, przy czym wynikiem jest
reszta z dzielenia przez p zwyklego wyniku.

Przykladowo:
2:2=4=3+1=1 wZs,
a w Zs mnozenie odbywa si¢ wedlug regul:
2:2=4,2-3=1,2-4=3,3-3=4,3-4=2i4-4=1
(mnozenie przez 0 i 1 jest oczywiste, podobnie jak fakt, ze jest to dzialanie
przemienne).

Ze wzgledu na to, iz zajmujemy sie tu kwadratami liczb, naturalnie i wygodnie
jest korzystaé z nieco innego (oczywiscie réwnowaznego) zbioru reszt. Dla p
nieparzystego mamy

-1 p-3 -3 p—1
z,=4-L= P2 101, P2 Pl
2 2 2 2

Zauwazmy, ze poniewaz Z, sktada si¢ z p elementéw, to mamy do rozwazenia co
najwyzej p> trojek liczb (z,y, 2). W szczegdlnodci liczba rozwiazan réwnania (2)
jest zawsze skonczona. Naturalne jest pytanie, ile tych rozwiazan dokladnie jest.
Odpowiedz stanowi treé¢ nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie. Réwnanie Pitagorasa ma dokladnie p* rozwigzan w ciele Z,.

Zanim udowodnimy ten ogdlny wynik, spdjrzmy na kilka rozwiazan

w konkretnych przypadkach. Taka analiza zbioru rozwiazan dla maltych
wartosci p pozwolita nam sformutowaé hipoteze dotyczaca ogdlnego wzoru oraz
wyznaczyla kolejne redukcje w dowodzie.

Dla p = 3 i p = 5 liczby, ktére spelniaja réwnanie (2), to np:
Zs: (0,0, O), (0, 1, 1), (O7 2, 1), (1, 0, 1), (2,0, 1),

Zs: (0,0,0), (0,1, 1), (1,0, 1), (0,4, 1), (4,0, 1), (2,1, 0), (3, 1, 0).
Zauwazmy, ze, jeSli mamy rozwiazanie (z,y, z) réwnania (2), to (kx, ky, kz)
dla kazdego k € Z), tez jest rozwiazaniem. Zbiér punktéw postaci k - (z,y, 2)
to nic innego jak prosta przechodzaca przez poczatek ukladu wspolrzednych
w przestrzeni (Z,)®. Wszystkie te proste maja jeden wspélny punkt (0,0,0).
Oznaczmy przez ~ relacje proporcjonalnosci (czyli nalezenia do jednej prostej).
W naszych konkretnych przypadkach mamy dla Zs:

(0,1,1) ~(0,2,2), (0,2, 1)~ (0, 1,2), (1,0,1) ~(2,0,2), (2,0, 1) ~(1,0,2)
i dla Zs

(0,1,1) ~ (0, 2,2) ~ (0, 3, 3) ~ (0, 4, 4),
(0,4, 1) ~ (0,1, 4) ~ (0, 2, 3) ~ (0, 3, 2),
(1,0,1) ~ (2,0,2) ~ (3,0, 3) ~ (4, 0, 4),
(4,0,1) ~ (1,0, 4) ~ (2,0, 3) ~ (3,0, 2),
(2,1,0) ~ (3,4,0) ~ (1,3,0) ~ (4, 2, 0),
(3,1,0) ~ (2,4,0) ~ (4,3,0) ~ (1, 2, 0).

Zauwazmy, ze na kazdej z takich prostych lezy doktadnie tyle samo, tj. p — 1
punktéw réznych od (0,0, 0).

Dla znalezienia wszystkich (réznych od (0, 0, 0)) rozwiazan réwnania (2)
wystarczy zatem odnalez¢é po jednym rozwiazaniu w kazdej klasie rozwiazan
proporcjonalnych. W szczegdlnosdci w klasie (czyli na prostej) rozwiqzania

(z, vy, 2), gdy tylko z # 0, poszuklwac bedziemy rozwiazania (£ 1). Dzielac
réwnanie (2) stronami przez 22, otrzymamy réwnanie

7 2 2
) (o
z z
W istocie, jest to rownanie o dwoch zmiennych. Oznaczajac je takze z iy,

otrzymujemy zatem rownanie
(3) 2497 =1

z) z’
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Wartoéci funkcji o2

WZg
+a 0 1
a? 0 1
w Zs
+a 0 2
a? 0 —1
w Z7
ta O[] 1] 273
a2 lof1]a]2
w Z11
ta [O[1]2]3]4
2 lol1]a]9o]s
w Z13
ta O] 1]2]3]T4a] 5 6
a2 lol1]a]o|3]-1]10

Uwaga. Liczba rozwigzan réwnania (2) to zatem liczba rozwigzarn réwnania (3)
pommnozona przez liczbe punktéw na prostej bez zera, czyli (p — 1), plus
rozwigzanie trywialne (0, 0, 0) 4 rozwigzania, dla ktérych z = 0.

Roéwnanie (3) to, oczywiscie, réwnanie okregu jednostkowego, tylko tym

razem na plaszczyznie (Z,)?. Co prawda trzeba pamietaé, ze rozwazamy ciala
skonczone i ten okrag sktada si¢ tylko ze skonczonej liczby punktéw, ale dla
dalszych rozwazan celowe jest chwilowe pozostanie przy tradycyjnej wizualizacji
okregu jednostkowego w R2.

Wykorzystamy klasyczny pomyst na szukanie tréjek pitagorejskich oparty

na obserwacji, ze przeciecie okregu (jednostkowego) z prosta o wspélezynnikach
wymiernych albo daje dwa punkty o wspélrzednych wymiernych, albo nie daje
zadnego. Inaczej mowiac, jesli prosta o wspélczynnikach wymiernych przecina
okrag w punkcie o wspélrzednych wymiernych, to drugi punkt przeciecia tez
musi mie¢ takie wspoélrzedne. W naszej sytuacji stowo ,wymierny” zastepujemy
przez ,okreslony nad Z,”.

Oczywistym rozwiazaniem réwnania (3) jest para liczb (—1,0). Kazda prosta
przechodzaca przez ten punkt ma réwnanie postaci y = ax + a. Szukamy
rozwiazan ukladu réwnan:

2 +y? = 1
Wstawiajac pierwsze réwnanie do drugiego i porzadkujac wspolczynniki,
dostajemy

{ Y = ar+a

(1+a?) -2 +2a* 24+ (a*—1)=0

Zauwazmy, ze od wartosci wspolezynnika (1 4 a?) zalezy, czy mamy do czynienia
z rOwnaniem pierwszego, czy drugiego stopnia.

Jesli 1 +a® =0, to a® = —1 i jedynym rozwigzaniem jest x = —a;a}l =-1
czyli nie dostajemy nic nowego. Jesli réwnanie jest jednak kwadratowe, to
na podstawie twierdzenia Bezouta lewa strona dzieli si¢ przez dwumian (z + 1).

Konkretnie mamy:
(1 +a®)z? +2a*r + (a®> = 1)) : (x +1) = (1 + a®)z + (a* - 1).

Zatem rozwiazaniami naszego ukladu sa 2z = —1 (co nie jest zadna nowoscia)

)

_ 1—a? :
oraz & = {7z, gdzie a € Zy.

Latwo mozna sprawdzi¢, ze }jr—gz nigdy nie jest réwne —1 dla p > 3, czyli
znalezliSmy nowy punkt na okregu:

1—a®> 2a

14+a?" 1+a%)’
ktéry wyznacza punkt na prostej (1 — a?,2a,1 + a?). Dla réznych wartosci
parametru a € Z, otrzymujemy przy tym rézne proste.
Aby znalezé liczbe rozwiazan réwnania (3), musimy zastanowié sie, czy i kiedy
a? = —1. Gdy przyjrzymy sie wartogciom funkcji 22 dla kilku wartoéci p (patrz
margines), nasuwa si¢ nastepujacy lemat.

Lemat. Niech p bedzie nieparzystq liczbg pierwszq. Wowczas

(1) jesli p = 1mod4, to istniejg dokladnie dwa takie elementy q € Zy,
Ze ¢> = —1modp;

(2) jesli p=3mod4, to dla kaidego q € 7, mamy ¢*> # —1 modp.

Dowdd lematu wynika od razu z nastepujacego Kryterium.

Kryterium Eulera. Liczba x € Z,, jest kwadratem w Z, wtedy i tylko wtedy, gdy
z(P~1/2 = 1 mod p.

Istotnie, gdy p = 1 mod 4, to E51 jest liczba parzysta, wiec (-1)P=1/2 =1 co

oznacza, ze —1 jest kwadratem. Natomiast gdy p = 3 mod 4, to p—;l jest liczba
nieparzysta. Zatem (71)(”_1)/2 = —1, a to na podstawie Kryterium konczy

dowdd Lematu.
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Dla Czytelnikéw zaawansowanych udowodnimy teraz to Kryterium.

Niech Zj oznacza zbiér elementéw niezerowych ciata Zp. Z Malego Twierdzenia Fermata
mamy, ze zP~! = 1 mod p dla dowolnego z € Z »- Rozwazmy nastepujace odwzorowanie:
* 2 *
Zy>xz — 2" €L
Poniewaz 22 = (—z)? i ¢ # —x, wigc doktadnie polowa, czyli % elementéw w Z7 jest
kwadratami. WeZzmy teraz odwzorowanie:
* (p—1)/2 *
Zy>z —=x € Z,,

®

Ponownie na podstawie Matego Twierdzenia Fermata zP~! = 1 mod p dla kazdej liczby = € L.

Pierwiastki kwadratowe z 1 to 1 i —1, zatem
zP=D/2 = lmodp lub 2®PD/2 = mod p.
Kazde z rownan
zP=D/2 =1 oraz P2 =1
ma Cco najwyzej % rozwigzan. Ale lacznie majg p — 1 rozwigzan. Zatem kazde z nich musi

mie¢ dokladnie % rozwigzan.

Jesli 2(P=1/2 = _1, to « nie jest kwadratem w Zp. Gdyby istnialo takie r, ze r2 = z,
mieliby$my

L=rP=l = (P2)P=/2 = gp=/2 =
a to daje sprzecznos¢. Biorac pod uwage wyliczong wyzej liczbe kwadratéw w Z7, dostajemy
teze Kryterium.

Mamy juz teraz w rece wszystkie narzedzia potrzebne do doktadnego policzenia
liczby rozwiazan réwnania Pitagorasa. Czyli przyszia pora na dokonczenie
artykuhu.

Dow6d Twierdzenia.

Gdy p = 3mod4, to réwnanie (3) ma p+ 1 rozwiazan: punkt (—1,0) i po jednym
punkcie dla kazdej prostej y = ax + x, czyli dla kazdego a € Z,. Kazde z nich
odpowiada p — 1 punktom w relacji ~. Zatem mamy (p + 1) - (p — 1) rozwiazan
plus rozwigzanie trywialne. Latwo zauwazy¢ na podstawie Kryterium, ze w tej
sytuacji réwnanie (2) nie ma rozwiazan, dla ktérych z = 0. Korzystajac z Uwagi,
otrzymujemy zatem lgcznie p? rozwiazan.

Z kolei gdy p = 1 mod 4, to mamy dwa pierwiastki kwadratowe z —1, oznaczmy
je g1 —q. W tej sytuacji réwnanie (3) ma o dwa rozwiazania mniej niz
poprzednio, czyli p — 1. Kazde z nich odpowiada jak poprzednio p — 1 punktom
w relacji ~. W ten sposéb dostajemy (p — 1)? rozwiazaf.

Brakujace rozwiazania dostajemy, analizujac (2) dla z = 0. Wtedy dwa

rozwiazania: (1, ¢, 0) i (1, —g, 0) znéw reprezentuja po (p — 1) punktéw

w relacji ~.

Uwzgledniajac rozwiazanie trywialne, mamy tacznie
p-1)°+2-(p-1)+1=p

A to konczy dowdd Twierdzenia.

Uwazny Czytelnik dostrzegl zapewne, ze pomineliémy dowdéd Twierdzenia,
gdy p = 2. Mamy nadzieje, ze taki Czytelnik jest w stanie uzupelni¢ te luke
(w najgorszym razie liczac rozwiazania ,na palcach”, Z3 to tylko 8 punktéw).
* Kk x

Co mozna zrobi¢ dalej? Mozna, na przyklad, modyfikowaé¢ wspotezynniki
rownania i badaé, jak wplywaja takie manipulacje na liczbe rozwiazan —
na przyktad dla réwnania

x? 4+ 2% = 322
Tego typu zabawy goraco polecamy Czytelnikowi chcacemu sprawdzi¢, na ile
sam opanowal przedstawione tu idee.

Bardzo uwazny Czytelnik zauwazyl, ze nasze Twierdzenie zachodzi tylko dla
pewnych cial skonczonej charakterystyki. Rozwazanie innych cial i podejécie
do modularnosci (pojecie, ktére odegralo decydujaca role w dowodzie
Wielkiego Twierdzenie Fermata) réwnania Pitagorasa to temat, ktéremu sami
chcemy sie blizej przyjrzec.
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