Rozwigzanie zadania M 1185.
Niech a; oznacza iloczyn liczb stojacych
w i-tym wierszu, natomiast niech b;
bedzie iloczynem liczb stojacych w j-tej
kolumnie. Przyjmijmy ponadto, ze
dokladnie n sposréd liczb aq, as, ...
jest réwnych —1. Wtedy iloczyn
wszystkich liczb z tablicy wynosi (—1)
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Przypusémy, ze suma wszystkich 50
iloczynéw jest réwna 0. Wtedy dokladnie
25 — n liczb sposréd by, ba, ..., bos
réwna sie¢ —1. To z kolei oznacza, ze
iloczyn wszystkich liczb stojacych

w tablicy wynosi (—1)?*~". Uzyskalismy
sprzecznosé, gdyz liczby n oraz 25 — n sa
réznej parzystosci; ich suma, czyli liczba
25, jest nieparzysta.

Punkty Lagrange’a
Tomasz KWAST

Réwnania ruchu punktu materialnego pod wplywem grawitacji ze strony
drugiego punktu materialnego sa rozwiazalne, co oznacza, ze potrafimy napisaé
formuly okreslajace polozenie i predkosé kazdego z nich w dowolnej chwili.

Nie da si¢ tego zrobi¢ juz w przypadku trzech punktéw i to nie dlatego,

ze jeszcze nikt tych formul nie zdotal wyprowadzi¢. Jest znacznie gorzej:
dowiedziono, ze takich ogélnych formul nie ma i nie bedzie. Nie przeszkadza to
w $ledzeniu ruchu trzech cial pod wplywem wzajemnej grawitacji — numerycznie.
A pewne wlasnosci tego ruchu daja sie jednak opisaé¢ formutami — méwimy:
yanalitycznie”. O tym nizej.

Tak zwane ograniczone zagadnienie trzech ciat polega na badaniu ruchu

ciala o bardzo malej masie (tzw. znikomego) w polu ciezkosci dwéch cial

o masach skonczonych (cial ,ciezkich”) obiegajacych sie¢ po kotach. Mimo
niezachecajacej nazwy (ograniczone) ma ono zastosowanie w bardzo wielu
przypadkach w mechanice nieba i w astrofizyce. Jest to przeciez model ruchu
statku kosmicznego lecacego z Ziemi na Ksiezyc, ruchu planetoidy czy komety
w polu cigzkosci Stonca i Jowisza, ruchu atomu gazu przelatujacego z jednego
skladnika gwiazdy podwdjnej do drugiego. We wszystkich tych sytuacjach
istotne jest, ze cialo znikome wyczuwa obecno$¢ obu cial cigzkich, ale nie
wplywa na ich ruch, czyli one nie wyczuwaja jego obecnosci.

Skoro dwa ciala ciezkie maja sie obiega¢ po kotach, to oznacza, ze ruch

ten odbywa sie ze stala predkoscig katowa w, a ciala te dzieli niezmienna
odlegtosé R. Wtedy na mocy praw Keplera zachodzi w? = GM/R3, gdzie

M oznacza sume¢ mas tych cial, a G, jak zwykle, stala grawitacji. Nic nie

stoi na przeszkodzie, by sume mas, odleglto$¢ cial skoniczonych i predkosé
katowa uznaé za jednostki (masy, odleglosci i odwrotnosci czasu). Masa ciala
ciezszego niech bedzie rowna 1 — pu, a lzejszego p. Stala grawitacji wtedy tez
przyjmie wartos¢ rowna 1 i wszystkie rownania w nowych zmiennych stang
sie prostsze graficznie, nie tracac nic z tresci. Uczeni stwierdzili, ze ruch ciala
znikomego wygodnie jest $ledzi¢ w uktadzie wspdlrzednych obracajacym sie
(a wiec nieinercjalnym!) jednostajnie

z predkoscia w wokél srodka masy L
(oczywiscie dwdch cial skonezonych, y
skoro trzecie jest znikome) — rysunek.

Bez wdawania si¢ w formalne przerébki L
rownan przewidujemy, ze w takim T
uktadzie ruch ciata znikomego w
bedzie si¢ odbywaé pod wplywem L
grawitacji (przyspieszen) ze strony

obu mas ciezkich oraz przyspieszenia
odsrodkowego. L
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Ale mniejsza o ruch. Zapytajmy chytrze, czy jest mozliwy bezruch ciala
znikomego wzgledem ukladu obracajacego sie. Warunkiem tego musi by¢
zerowanie sie sumy wektoréw trzech wspomnianych przyspieszen. Mamy

wiec problem, czy istnieja w obracajacym sie uktadzie punkty, w ktérych raz
umieszczone cialo znikome (czyli z zerowa predkoscia) mogloby przebywaé
stale? Na pytanie to mozna odpowiedzie¢ albo uczenie, albo zgadujac. Uczenie
oznaczatoby zbudowanie potencjatu tych trzech przyspieszen, obliczenie

jego trzech pochodnych czastkowych wzgledem wspélrzednych (gradientu),
przyréwnanie ich do zera i znalezienie takich z,y, z, ktore spelniatyby te trzy
algebraiczne rownania. Zgadywanie natomiast warto zaczaé od spostrzezenia,
ze jezeli takie punkty istnieja, to — po pierwsze — musza leze¢ w plaszczyznie
obiegania si¢ mas ciezkich. Po drugie, ze na osi x, na ktérej leza ciala ciezkie,
w kazdym punkcie przyspieszenia te dziataja wzdluz tej osi, co znacznie
zgadywanie utatwia. Zauwazamy wiec, ze np. w punkcie x lezacym niedaleko osi
obrotu miedzy masami ciezkimi dziata przyspieszenie grawitacyjne skierowane
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ku masie 1 — p w lewo, ku u w prawo oraz przyspieszenie odérodkowe skierowane
tez w prawo. Moze wigc te trzy przyspieszenia gdzies si¢ réwnowaza? Jezeli

tak, to polozenie tego osobliwego punktu x okresli réwnanie (pamietajmy

o uproszczonych jednostkach):

L—p 14

(pra) ~ Q—p—ap "
Czy ma ono rozwiazanie wzgledem 2?7 Kazdy widzi, ze po zlikwidowaniu
mianownikéw i uporzadkowaniu powstaje zwykle rownanie algebraiczne, tylko
— niestety — pigtego stopnia. A wiec rozwiazanie na pewno jest, lecz w ogdlnym
przypadku nie potrafimy go zapisa¢ wzorem algebraicznym. Zawsze jednak
mozna numerycznie znalezé owo x, czyli polozenie tzw. punktu Lagrange’a
lub libracji Ly. Latwo juz teraz zgadnaé i sprawdzié, ze na osi x musi istnie¢
drugi punkt Lagrange’a Lo w prawo od p (dwa przyspieszenia grawitacyjne
w lewo i jedno odérodkowe w prawo) i trzeci Ly w lewo od masy 1 — p (dwa
przyspieszenia grawitacyjne w prawo i odérodkowe w lewo). We wszystkich
przypadkach polozenia punktéw libracji (méwimy ,liniowych”) okreslaja
analogiczne rownania, oczywiscie rOwniez piatego stopnia. Nawiasem mowiac,
rzadko zdarza si¢, by cokolwiek w przyrodzie bylo okreslone przez réwnanie
piatego stopnia.

Gdybyémy zglebiali ten problem uczenie, to wykryliby$émy jeszcze dwa

punkty libracji. Ale z uzyciem tylko szkolnej matematyki poprzestaniemy

na sprawdzeniu, ze te pozostale dwa punkty libracji (L4 i Ls) leza

w wierzchotkach tréjkatow réwnobocznych rozpietych na odcinku R laczacym
masy ciezkie. A sprawdzenie jest juz tatwe. Oto dowéd. Rachunek trzeba
przeprowadzi¢ na skladowych, bo te trzy przyspieszenia sa teraz skierowane

w trzech kierunkach. Przyspieszenie ku masie ciezszej to (1 — p)[—1/2, —v/3/2],
ku masie lzejszej to p[1/2, —v/3/2]. Odérodkowe jest skierowane w kierunku
OLy4 i jego sktadowe wynosza po prostu [% — 1, V/3/2], bo przeciez w = 1. Dzieki
doborowi jednostek wystarcza zajmowaé si¢ geometrig tréjkata réwnobocznego!
W kazdym razie suma trzech wektorow zeruje sie, co konczy dowdd. Punkt
libracji Ly lezy symetrycznie wzgledem L4 po drugiej stronie osi . Warto

tu zwréci¢ uwage, ze masy ciezkie i te dwa punkty Lagrange’a (méwimy
Jtrojkatne”) tworza tréjkaty zawsze réwnoboczne, tj. bez wzgledu na wartosci
owych mas.

Na koniec kazdy spyta, co to wszystko ma do przyrody. Otéz ma! Zawsze tak
jest, ze jezeli prawa przyrody czegos nie zabraniaja, to przyroda to zrealizuje.
Dlatego w tréjkatnych punktach libracji znajdujemy chociazby: planetoidy
trojanskie w ukladzie Slonce—Jowisz (Grecy sa w Ly, a Trojanie w Ls),
pyltowe ksiezyce Ziemi w ukladzie Ziemia-Ksiezyc (przyznajmy — nie wszyscy
wierza w ich istnienie), przynajmniej po jednym malym satelicie w ukladzie
Saturn—Dione i Saturn—Tethys. Oczywiscie, te wszystkie ciala znikome nie
powstaly w punktach libracji, lecz musialy przylecie¢ z daleka. Skoro przylecialy,
to w przysztosci odleca, ale przez pewien czas maja prawo ciasno obiegaé
punkty libracji, sprawiajac wrazenie, ze tam tkwig. A w liniowych punktach
Lagrange’a nic nie ma? Rzeczywiscie, nie ma, gdyz w nich réwnowaga trzech
przyspieszen jest zawsze chwiejna, w przeciwienstwie do punktow trojkatnych,
w ktérych réwnowaga jest trwala, jezeli tylko p < 0,038521.. ., co zachodzi

w wymienionych tu przypadkach. Niestety, zbadanie charakteru réwnowagi
jest znacznie trudniejsze niz odkrycie samej rownowagi. Inaczej méwiac,

do wykazania wlasnosci punktéw Lagrange’a, czy skad bierze sie ta ostatnia
liczba, szkolna matematyka juz nie wystarcza.
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Rozwigzanie zadania F 701.

Pod dziataniem sity F' = I Bl w ciggu czasu T pret osiagnie predko$é v = I Blt /m. Z zasady

zachowania energii mamy, ze mv2/2 = mgh(1l — cos amax), stad maksymalny kat wychylenia ramki
IBIlT

Zm\/g;-

Wynosi amax = 2 arcsin
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