Modele dyskretne a modele ciggle w biomatematyce

Urszula FORYS*

Modelowanie matematyczne w naukach biomedycznych jest dziedzina

stosunkowo nowa, ktérej dynamiczny rozwoj przypada na ostatnie piecdziesiat
lat. W poréwnaniu z fizyka, gdzie modele matematyczne stanowia uznana
podstawe analiz i przewidywan, w podrecznikach do biologii i medycyny

w dalszym ciggu nie znajdziemy jawnie napisanych modeli matematycznych,
cho¢ czasami zdarza sie, ze stoja one za uznanymi stwierdzeniami. Jako przyktad
mozna podaé¢ dawkowanie lekéw obliczane na podstawie czasu rozpadu danej

substancji chemiczne;j.

Dla dowolnej substancji dynamike rozpadu opisuje funkcja wykladnicza z(t) = zoe” | gdzie

xo oznacza stezenie poczatkowe, a wspélczynnik a charakteryzuje dang substancje i wyznacza
sie go doswiadczalnie za pomoca tzw. wspélczynnika polowicznego rozpadu. Jesli At oznacza
dtugosé odcinka czasu, w ktérym rozpadowi ulegnie potowa pierwotnej ilosci danej substancji, to
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i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski moze by¢ toksyczny).

Sprobujmy zatem zrozumieé, co oznacza pojecie model
matematyczny i co musimy wiedzie¢, aby taki model
zbudowaé. Powinnismy rozpoczaé od stworzenia

tzw. modelu heurystycznego, czyli na drodze analizy
przebiegu danego zjawiska okresli¢ cechy i wielko$ci
charakterystyczne dla niego, zastanowi¢ sie, jakie teorie
obejmuja to zjawisko, ktére zmienne i parametry mozna
zmierzy¢ do$wiadczalnie (dzieki czemu moga nastepnie
stuzyé do weryfikacji modelu). Model taki powinien
odzwierciedlaé stan naszej wiedzy na temat opisywanego
zjawiska. Nastepnie powinniémy odpowiedzie¢ na
pytanie, czego oczekujemy od modelu matematycznego,
ktory chcemy zbudowaé. Do tego wszystkiego prébujemy
dopasowa¢ odpowiednig strukture matematyczna,

ktora wraz z zalozeniami wynikajacymi z modelu
heurystycznego nazywamy modelem matematycznym.

W modelach klasycznych, ktorych autorzy bazowali

na ugruntowanych teoriach fizycznych, stosowano

do opisu gtéwnie réwnania rézniczkowe (zwyczajne,

a w bardziej skomplikowanych przypadkach —
czastkowe). Tego typu modele nazywamy ciaglymi,
poniewaz budujac je, przyjmujemy, ze znamy reguty
rzadzace danym zjawiskiem w dowolnym momencie,

a w efekcie otrzymujemy funkcje, ktore w sposob ciagly
(czyli takze w dowolnej chwili) opisuja przebieg tego
zjawiska.

Zauwazmy jednak, ze stosujac taki opis matematyczny,
zakladamy np. ciagle nakladanie si¢ generacji, co dla
wielu gatunkéw nie jest prawda. Wystarczy wymienié¢
cho¢by owady czy rodliny jednoroczne wystepujace

w strefach klimatycznych z wyréznionymi porami

roku — kolejne generacje sa wyraznie rozseparowane,

a wzrost populacji nastepuje w krokach dyskretnych.
W wymienionym przypadku krok czasowy wynosi jeden
rok, ale ogdlnie jego dlugos¢ w zasadniczy sposob zalezy
od danej populacji, np. dla muszki owocéwki jest to
jeden dzien, a dla komérek — kilka godzin. W takiej
sytuacji za pomoca modelu chcemy opisa¢ zmiany
liczebnosci w nastepnym kroku czasowym, jesli znamy
te liczebnosci w krokach poprzednich. Taki schemat
postepowania odpowiada rownaniom réznicowym,

a modele wyrazone w ich jezyku nazywamy modelami
dyskretnymi.

a = In2/At. Na tej podstawie latwo mozemy obliczy¢, jaka powinna byé dawka leku, aby jego
stezenie utrzymywalo si¢ w leczniczych granicach (nie za malo, ale tez nie za duzo, gdyz nadmiar

W celu przyblizenia réznic miedzy modelami
dyskretnymi a ciaglymi wyobrazmy sobie pewien
eksperyment. Zat6zmy, ze hodujemy w laboratorium
pewien rodzaj bakterii i w réwnych odstepach czasu,
np. co 30 min, sprawdzamy, ile bakterii si¢ namnozyto.
Jedli wykonywalidémy eksperyment przez 6 godzin, to
mamy 13 wynikéw pomiaréw Ny dla odpowiadajacych
im chwil ¢, gdzie k =0,1,...,12. Krok czasowy
At = tp+1 — t = 30 min odpowiada zmianie indeksu
o 1. Znamy zatem liczebnosci N i mozemy na tej
podstawie sprobowaé zbudowaé model dyskretny, ktory
w najprostszej wersji wyraza sie za pomoca réwnania
Nk+1 = f(Nk)a
gdzie funkcja f opisuje, w jaki sposéb liczebnosé
populacji w kroku k + 1 zalezy od liczebnosci w kroku
poprzednim. Oczywiscie, nie zawsze da sie znalezé
taka prosta zaleznosé. W przypadku ogdlnym mozna
oczekiwaé, ze liczebno$¢ w kroku k + 1 bedzie zalezala
od wszystkich poprzednich, czyli

NkJrl - f(NOa e 5Nk)a
ale zawsze bierzemy pod uwage tylko wyszczegdlnione

chwile t; i nie interesuje nas, co sie dzialo z populacja
np. w chwili posredniej ¢, + At/2.

W odréznieniu od powyzszego, modele ciagle
wymagaja od nas wiedzy, co dzieje si¢ w dowolnej
chwili, a nie tylko w wyszczegdlnionych jednostkach
czasu. Zakltadamy wiec, ze nasza wiedza pochodzaca

z eksperymentu, majacego z natury dyskretny
charakter, wystarcza na to, aby sformutowaé¢ ogdlne
prawo, rzadzace liczebnoscia omawianej populacji

w kazdej minucie, kazdej sekundzie, kazdej chwili.
Taka przyblizona wiedz¢ mozemy uzyskaé, zwigkszajac
czestotliwosé pomiaréw — zmniejszanie kroku czasowego
mozemy w przyblizeniu potraktowac jak zbieganie do
granicy At — 0.

Zalézmy teraz, ze model dyskretny da sie zapisaé za
pomocg réwnania

Nitat = Ny + g(Ny) At,
co oznacza, ze liczebno$¢ populacji w nastepnym

kroku czasowym t + At zwieksza sie (lub odpowiednio
zmniejsza) w stosunku do liczebnosci w kroku ¢



proporcjonalnie do dtugosci kroku czasowego,
a wspolezynnik proporcjonalnosei g(Ny) jest
funkcja liczebnosci populacji. Réwnanie to mozemy

dlgt(t) = g(N(t)), to przyblizajac pochodna przez

iloraz réznicowy, otrzymamy réwnanie réznicowe

NOBONO, — (N (1)),

przeformutowaé¢ w taki sposob, ze po lewej stronie

dostaniemy iloraz réznicowy

dostaniemy réwnanie rézniczkowe

W 1798 r. w swojej pracy An Essay on
the Principle of Population angielski
demograf Thomas Malthus stwierdzil, ze
liczba ludnoéci §wiata wzrasta w postepie
geometrycznym, natomiast zasoby
zywno$ci — w postepie arytmetycznym.
Przedstawiany tutaj model nosi

nazwe¢ modelu Malthusa, gdyz stanowi
matematyczne odzwierciedlenie jego
stwierdzenia.
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Rys. 1. Model Malthusa wzrostu
populacji — przyktadowe rozwiazanie
réwnania dyskretnego i cigglego.
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Rys. 2. Rozwigzania ciaglego réwnania
logistycznego dla pojemnoéci srodowiska
K=1.
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Wykres rozwigzania dla Ng < K/2 ma
ksztalt ,esowaty”, z punktem przegigcia
dla N(t) = K/2. Tego typu krzywa
nazywamy krzywa logistyczna. Ksztalt
esowaty jest charakterystyczny dla
wielu proceséw biologicznych, gdzie
obserwujemy szybki wzrost poczatkowy,
a nastepnie zahamowanie tego wzrostu

i konicowe wysycenie na pewnym
poziomie.

Nipat—N
At
prawej funkcje g(Ny). Przechodzac do granicy z At,

dN (¢

il = g(N ()
opisujace zmiany liczebnosci populacji N(t) w dowolnej
chwili ¢. Z kolei jesli mamy réwnanie rézniczkowe

t,a po Widzimy zatem, ze z formalnego punktu widzenia,

o ile krok czasowy jest dostatecznie maly, mozemy
zastosowaé zarowno opis dyskretny, jak i odpowiadajacy
mu opis ciggly. Okazuje si¢ jednak, ze czesto te dwa

opisy prowadza do zupelnie innych rezultatéw.

Przedstawimy teraz dwa proste przyktady ilustrujace z jednej strony
podobienstwa, z drugiej strony réznice miedzy dynamika modeli dyskretnych
i modeli ciagtych.

Model Malthusa wzrostu pojedynczej populacji

Zalézmy, ze w danej populacji (przynajmniej w trakcie przeprowadzanego
eksperymentu) obserwujemy tylko proces rozrodczosci i w nastepnym kroku
czasowym liczebno$é populacji wzrasta proporcjonalnie do liczby osobnikow
w chwili obecnej. Wobec tego mozemy napisa¢ proste réwnanie réznicowe
Nip1 = alNg, gdzie a = 1 + r jest wspolezynnikiem wzrostu, natomiast r oznacza
liczbe potomkow jednego osobnika w jednym kroku czasowym. Postepujac
tak samo, jak to zostalo wyzej opisane, mozemy przejs¢ od tego réwnania

P . L AN(t) N
réznicowego do réwnania rézniczkowego =3~ = rN(t). Rozwiagzujac te
réwnania, dostaniemy odpowiednio N; = Noa! oraz N(t) = N(0)e"* dla réwnania
roznicowego oraz dla rownania rézniczkowego. Widzimy wiec, ze dla obu modeli
przebieg rozwiazan w czasie jest podobny — poréwnaj rysunek 1.

Model logistyczny

Zalézmy teraz, ze oprdcz procesu rozrodczosci w populacji wystepuje takze
konkurencja miedzy osobnikami o zasoby srodowiska. Klasycznie konkurencje
opisuje si¢ za pomocyg kwadratu liczebnoéci populacji, zatem otrzymujemy
nastepujace réwnanie

2
Nip1 = aNg — ﬁNt
w wersji dyskretnej, czemu odpowiada réwnanie rézniczkowe

AN (t)

dt

Zauwazmy, ze bezposrednia konkurencja mig¢dzy osobnikami wystepuje, gdy osobniki spotykaja
sig. Jesli zalozymy, ze spotkania osobnikéw sg losowe, to liczba tych spotkan jest proporcjonalna
do kwadratu liczby osobnikéw — podobnie jak liczba zderzen czastek w gazie doskonatym.

=rN(t) — bN?(2).

Réwnanie rézniczkowe w modelu logistycznym zwykle zapisujemy w nastepujacy
sposéb:
dN(t)
dt
gdzie K oznacza tzw. pojemnosé $rodowiska, czyli liczebnosé gatunku optymalna
dla tego $érodowiska. Po przeskalowaniu mozna te réwnania uprosci¢ do postaci

=rN(H)(1 - N(t)/K),

Nip1 = aNg(1 — N;) oraz %t(t) =rN(t)(1 — N(t)).

O ile teraz jestedmy w stanie rozwiazaé¢ rownanie rézniczkowe i otrzymac
rozwiazanie

N() = MO

N(0)+ (1 — N(0))e—t

ktérego przebieg mozemy latwo zbadaé, to przebieg rozwiazan réwnania
dyskretnego jest zdecydowanie bardziej skomplikowany i w istotny sposob zalezy
od parametru «. Rysunek 2 ilustruje przebieg rozwiazan ciaglego réwnania
logistycznego. K =1 jest rozwigzaniem stacjonarnym, ktére nie zalezy od
czasu. Jesli N(0) > K, to liczba osobnikéw przekracza pojemnosé srodowiska,
zatem liczebnos$é maleje. Jesli natomiast N (0) < K, to liczebno$é moze rosnaé
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Rys. 3. Rozwigzania dyskretnego
réwnania logistycznego dla réznych
warto$ci parametru .

do wypelnienia pojemno$ci $rodowiska, przy czym N(0) = K/2 jest pojemnoscia
progowa — jesli N(0) < K/2, to poczatkowo zasoby $rodowiska wystarczaja

do szybkiego wzrostu populacji. Dla N(t) < K/2 osobniki nie traca energii

na konkurencje, gdyz nie spotykaja sie zbyt czesto, ale w miare wzrostu
liczebnosci konkurencja zaczyna odgrywaé coraz wieksza role, co powoduje
zwolnienie wzrostu populacji.

Wydaje sig, ze podobne cechy powinien wykazywaé¢ model dyskretny, ale
dzieje sie tak tylko w bardzo ograniczonym zakresie parametréw. Okazuje
sie, ze tylko dla o < 3 rozwiazania réwnania dyskretnego wykazuja podobny
charakter do rozwiazan réwnania rézniczkowego, ale wraz z rosnacym o
pojawiaja sie rozwigzania okresowe, prowadzace w efekcie do rozwigzania, ktére
nie ma charakteru okresowego. Méwimy, ze dynamika takiego rownania jest
chaotyczna. Na rysunku 3 widzimy zmiany dynamiki rozwigzan dyskretnego
réwnania logistycznego wraz z rosnacym «. Rozklad momentéw zmian
przebiegu rozwigzan, czyli bifurkacji modelu, przedstawia tak zwany diagram
Feigenbauma, o ktérym byla mowa np. w Delcie 6/2007 z okazji twierdzenia
Szarkowskiego.

* Kk x
Powyzej zapoznalidmy si¢ z prostymi regutami przejscia miedzy modelem
dyskretnym a modelem ciaglym oraz z mozliwymi réznicami wynikajacymi
z tych dwéch typéw opisu matematycznego. Zarowno réwnania rézniczkowe
zwyczajne, jak i réwnania réznicowe naleza do najprostszego typu aparatu
matematycznego, jaki mozna zastosowa¢ w modelowaniu zjawisk biomedycznych.
Wraz z rozwojem nie tylko biomatematyki, ale takze réznych dziedzin samej
matematyki (jak np. réwnania stochastyczne), struktury matematyczne
pojawiajace si¢ w modelowaniu ulegaja znacznemu wzbogaceniu, co moze
przyczynic sie do pelniejszego opisu danego zjawiska. Od naukowcéw budujacych
dany model zalezy, jaki typ opisu zostanie wybrany.

i Zadania

Redaguje Waldemar POMPE

M 1183. Kazdemu wierzchotkowi 100-kata foremnego nalezy przyporzadkowaé pewna
liczbe rzeczywista, przy czym suma wszystkich przyporzadkowanych liczb powinna by¢
rozna od 0. Czy mozna to uczyni¢ w taki sposéb, aby dodatkowo kazda liczba byta
rowna wartosci bezwzglednej réznicy liczb, ktére z nia sasiaduja?

D
Rozwigzanie na str. 24
M 1184. W pieciokacie wypuklym ABCDE spelnione sa zaleznosci (rysunek)
C =%xE=90° oraz AE+BC =AB=CD=DE=1.
E Obliczy¢ pole tego pieciokata.
Rozwigzanie na str. 24
A B M 1185. W kazde pole tablicy o wymiarach 25 x 25 wpisano liczbeg 1 lub —1.
Nastepnie dla kazdego wiersza i kazdej kolumny obliczono iloczyn wszystkich liczb
stojacych w danym wierszu lub danej kolumnie. Wykazaé, ze suma 50 uzyskanych
iloczynéw jest rézna od 0.
Rozwigzanie na str. 20
Redaguje Ewa CZUCHRY
F 701. Druciana ramka zawieszona na poziomej osi F 702. Poziomy przewodnik o masie m i dtugosci [ moze
znajduje sie w pionowym polu magnetycznym o indukcji B. sie slizga¢ wzdtuz dwbdch pionowych przewodzacych
Ramka sktada si¢ z preta o dlugosci [ i masie m oraz pretéw. Prety sa potaczone kondensatorem o pojemnosci C'
dwéch niewazkich drucikéw o dtugosci h. Przez ramke i znajduja sie w odleglosci [ od siebie. Ukltad znajduje sie
przepuszczamy krotki impuls pradu o natezeniu [ i czasie w polu magnetycznym B skierowanym poziomo i prostopadle
trwania 7. Jaki bedzie maksymalny kat wychylenia ramki od do pretéw oraz w ziemskim polu grawitacyjnym. Znalezé

polozenia pierwotnego?
Rozwigzanie na str. 21

przyspieszenie przewodnika.
Rozwigzanie na str. 24



