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hipoteze, ze jedli liczby a, b sa wymierne i nie istnieja takie liczby catkowite

p, q, ze b= aP/?, to liczba log, b nie jest pierwiastkiem zadnego wielomianu

o wspolczynnikach catkowitych, czyli ze log, b jest liczbg przestepng. W tamtych
czasach nikt nie potrafil udowodni¢ powyzszej hipotezy ani nawet wykazaé tego,
ze istnieja liczby przestepne. Mineto 100 lat i sytuacja uleglta radykalnej zmianie.
Joseph Liouville zdotal dowieéé, ze pewne liczby sa przestepne. W roku 1851
opublikowal prace, dzieki ktorej mozna np. pokazacé, ze liczba

¢ =0,110001 000 000 000 000 000 001 000 000 000 000 000. .. =

=107"+ 1072+ 107 + 107 + - -
jest przestepna. Nie zdolal jednak wykazaé przestepnosci liczby e. Dopiero
w 1873 roku dowiddt tego Charles Hermite, natomiast w 1882 r. Ferdinand
Lindemann wykazal, Ze przestepna jest takze liczba m. Przestepnosé logarytméw,
o ktorych pisal Euler, zostala udowodniona dopiero w pierwszej polowie
dwudziestego wieku przez Aleksandra Gelfonda i Theodora Schneidera.

Sformutujemy teraz twierdzenie Liouville’a, dzigki ktéremu mozna wykazaé
przestepnoscé liczby £ i ktére rozpoczeto bogata i trudng teorie.

Twierdzenie Liouville’a. Jesli liczba niewymierna xq jest pierwiastkiem
rownania

ap + a1z + agx? + -4 apz™ =0

i liczby ag, a1, a2, . .., a, $q calkowite, przy czym n > 1 i a, # 0, to istnieje taka
liczba C > 0, Ze dla dowolnych liczb calkowitych p i ¢ > 0 zachodzi nierownosé
P C
o — — > q_” .

Dowdd jest bardzo prosty. Niech

w(r) = ag + a1z + agw? + -+ a ™.
Réwnanie w(z) = 0 ma skonczenie wiele rozwigzan. Istnieje wigc taka liczba
0 > 0, ze z nieréwnosci 0 < |zg — r| < § 1 warunku w(xg) = 0 wynika, iz
w(r) # 0, tzn. w przedziale [xg — §, 209 + ¢] réwnanie w(z) = 0 ma tylko jeden
pierwiastek xg. Jesli wiec r = § € [xo — 9, o + 9], a liczby p, g sa calkowite
i|zg —r| <9, tow(r) #0. Oczywiscie

1

w(r) = 5 (aog" +apg™™! +azpq" T 4+ anp”).

Wiynika stad, ze liczba ¢"w(r) jest calkowita, a poniewaz jest rézna od 0, wiec
lg"w(r)| > 1.

W dalszym ciggu bedziemy zaktadaé, ze 6 < 1. Mozemy, bo przedziat
o $rodku xg, ktéry nie zawiera pierwiastkow wielomianu w, mozemy tak skrocic,
by jego dlugosé byla mniejsza niz 2. Ustalmy zatem r = 2 takie, ze ’xo — %’ < 4.

Niech A bedzie najwieksza z liczb calkowitych |agl, |a1|, |az], ..., |as| i niech
M =1+ |zo|. W szczegblnoscei wiemy, ze |r] < M. Mamy
[w(r)| = [w(@o) —w(r)] = lai(zo — ) + az(af — %) + -+ + an(af — 1) =

= |wo — 7| - |ar + az(wo +7) + - Fan(zht H 2l A b ap P 4 T <
< lwo =7l (Jaa] + [2a2M | + - + [nap M" 1) <
<A1 +2M +3M? + -+ nM" Y)|zg — 7.
Wynika stad, ze
1< |¢"w(r)| < ¢"A(1 4+ 2M +3M? + -« +nM™ )|z — 7|
Wystarczy wiec przyjaé, iz
1
A(142M +3M2 + -+ nM»—1)’

by teza twierdzenia byla spelniona dla % =r € [xg— d,x0+ 9] Jesli ‘mo - %’ >0,

4



to nieréwnos¢ moze nie zachodzié, ale wystarczy zastapi¢ C przez C=0C5<0C,
by byla ona spelniona dla wszystkich liczb wymiernych %. W ten sposéb
zakonczyliSmy dowdd twierdzenia.

Pokazemy teraz, ze liczba ¢ nie spelnia warunku z twierdzenia Liouville’a
niezaleznie od wyboru n. Zatézmy, ze £ jest pierwiastkiem wielomianu stopnia
n > 1 o wspélczynnikach catkowitych. Istnieje wtedy taka liczba C' > 0, ze dla
dowolnych liczb catkowitych p, ¢ zachodzi nieréwno$é

P C
ql  q"
Niech ¢ =10 ip=¢q- (107" +1072' + 1073 + 107" + - .- + 107*'). Wtedy
2
% < ‘ - g‘ =/ g = 10" k+D! o= R+DE gD L o oI
Wynika stad, ze
2
1(k+1-n) k! 2
< ok

co nie jest mozliwe, bo liczbe 105+1=")'F mozemy uczynié¢ tak duza, jak chcemy,

wybierajac odpowiednio duza liczbe k. Przekonalismy sie, ze liczba £ nie jest
pierwiastkiem zadnego wielomianu o wspdtczynnikach catkowitych.

Twierdzenie Liouville’a méwi, ze pierwiastkéw wielomianéw o wspdtczynnikach
calkowitych nie mozna zbyt dobrze przybliza¢ liczbami wymiernymi: jesli
chcemy podejé¢ bardzo blisko takiego pierwiastka, to musimy mocno zwigkszy¢
mianownik. Oczywidcie mozna powiedzieé¢, ze dowolnie blisko liczby rzeczywistej
znajda sie liczby wymierne, ale pomysl poréwnania tej odlegloéci z odwrotnoécia
potegi mianownika okazal si¢ niezwykle owocny.

Mozna udowodnié, ze dla kazdej liczby niewymiernej xg i kazdej liczby
naturalnej n istnieja takie liczby catkowite p, i ¢, > n, ze

1
Z‘O—& < —-
Qn qn

Nie jest to wcale trudne, uzasadnienie mozna znalez¢ np. w kazdej ksiazce,
w ktorej omawiane sg tzw. ulamki tancuchowe, ktérymi zreszta Liouville tez sig
zajmowal.

Jedli z( jest pierwiastkiem wielomianu kwadratowego o wspdlczynnikach
catkowitych i € > 0, to z twierdzenia Liouville’a wynika, ze nier6wnos¢

1
< q2+5

p
ro — —
q

jest spetniona jedynie dla skoniczenie wielu par liczb catkowitych p, q. Ta uwaga
prowadzi do pytania:

Dana jest liczba niewymierna xg. Dla jakich liczb € > 0 istnieje jedynie
skonczenie wiele par liczb catkowitych p, q, dla ktérych

P 1

ro — — ?
q2+5
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7 twierdzenia Liouville’a wynika, ze dla pierwiastkéw wielomiandéw stopnia n

o wspdélczynnikach catkowitych jest tak, gdy 2 +¢ > n. W 1909 r pojawila sie¢
praca Axela Thue, w ktérej autor wykazal, ze wystarczy, by 2 +¢ > § + 1.

W roku 1921 Carl Siegel wykazal, ze wystarczy, by 2 + ¢ > 24/n. W koncu

w roku 1955 Klaus Roth wykazal, ze wystarczy, by 2 +¢ > 2, czyli ze € > 0
moze by¢ dowolny. Za ten wynik zostal w 1958 r. nagrodzony medalem Fieldsa.
Z twierdzenia Thue-Siegela—Rotha wynika, ze jesli € > 0 i dla kazdej liczby
naturalnej n istnieja takie liczby catkowite p, i ¢, > n, ze

Dn 1

Lo — — “2teo
n Qn+

to liczba niewymierna xg nie jest pierwiastkiem wielomianu o wspo6tczynnikach
caltkowitych.
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