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® Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwiagzan:
31 XII 2007

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
535 (WT = 2,64) i 536 (WT = 1,53)
z numeru 2/2007

punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 547, 548

Tomasz Warszawski — Krakéw 45,32 Redaguje Marcin E. KUCZMA
Tomasz Wietecha  — Tarnéw 43,17

Andrzej Daniluk — Warszawa 42,70 547. Udowodnié nieréwnoéé
Dariusz Kurpiel — Posada

Zarszyn 42,51
Krzysztof Kaminiski — Pabianice 38,05
Grzegorz Karpowicz — Wroctaw 36,73
Witold Bednarek — Lédz 36,18

rzeczywistych x >y > 0.
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548. Dla dodatnich liczb catkowitych a,b niech M (a,b) oznacza liczbe par (x,y),
ktérych wyrazy x,y sa dodatnimi liczbami catkowitymi wzglednie pierwszymi,

spelniajacymi warunki = < a, y < b. Wykazaé, ze

Tomek Warszawski — po raz drugi.
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gdzie p jest funkcjag Mobiusa, okreslong wzorami

1

p(r)=q (=1)*

0

gdy r=1,
gdy r jest iloczynem k réznych czynnikéw pierwszych,
gdy r dzieli si¢ przez kwadrat liczby pierwszej.

Zadanie 548 zaproponowal pan Jerzy Cisto z Wroctawia.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 6/2007
Przypominamy tres¢ zadan:

543. Znalez¢é wszystkie funkcje f:R — R spelniajgce warunki

z(f(z+1) = f(z)) = f(z)
[f(z) = f(y)| < |z -yl

dla z € R,
dla z,y € R.

544. Jak wiadomo (od czaséw Eulera), réwnanie z® + y® = 2% nie ma rozwiazan w liczbach

catkowitych dodatnich
calkowitych dodatnich z,
543. Niech f bedzie jedna z szukanych funkcji; jasne, ze
f£(0) = 0. Oznaczmy f(z)/z = g(x) dla z # 0. Podstawiajac
f(z) = zg(z) do zadanego réwnania, dostajemy zaleznosé
z(x+1)g(z+1) =xz(z+ 1)g(x). Zatem
(1) glx+1)=g(z) dla z# —1,0.
Stad przez indukcje
glz+n)=g(z) daz>0 n=1,23,...;
glx—n)=g(z) dlaz<0, n=1,23,....
Drugi z warunkéw zadania przyjmuje postaé
(2) lzg(z) —yg(y)| < |z —yl.
Ustalmy liczby a,b > 0 i podstawmy w (2) z = a + n,
y=>b+n:
[(a+n)g(a) — (b+n)g(d)| <Ja—>b] dlan=1,2,3,....

Gdyby liczby g(a), g(b) byly rézne, uzyskany po lewej
stronie ciag dazyltby do nieskonczonosci. Zatem g(a) = g(b)
dla a,b > 0. To znaczy, ze funkcja g jest stala na przedziale
(0, 0).

Analogicznie uzasadniamy, ze jest tez stala na przedziale
(—00,0). Obie te state sa réwne, jak pokazuje réwnanie (1)
(np. dla z = —1/2). Tak wiec g(z) = ¢ dla x # 0; nieréwnos¢
(2) méwi zas, ze || < 1.

22

Yy, z. A czy réwnanie z3/2 y3/2 =2%/2 ma rozwiazania w liczbach
y, 27

Whiosek: funkcja f ma postaé f(xz) =cx dlaxz € R
(c — stata, |¢| < 1) i kazda funkcja tej postaci spelnia
wymagane warunki.

544. Odpowiedz: nie.
Dowéd: Przypusémy, ze liczby naturalne (w znaczeniu:
liczby caltkowite dodatnie) x,y, z spelniaja podane réwnanie.
Po podniesieniu stronami do kwadratu mamy
(3) 2+ 2eyVzy + 9 = 2P
Widac¢ stad, ze zy jest kwadratem liczby wymiernej;
a skoro xy jest liczba naturalna, jest tez kwadratem liczby
naturalnej: xy = t>. Niech d = NWD(z,y); tak wigc

Ty 2

d*- =2 =%

d d
Liczby naturalne z/d, y/d sa wzglednie pierwsze,
wiec z uzyskanej zaleznoséci wynika, ze kazda z nich
jest kwadratem liczby naturalnej: = = du?, y = dv>.
Podstawiamy to do réwnania (3) i otrzymujemy

d*(u® +0°)? = 25

Zatem z dzieli si¢ przez d. Przyjmujac z = ds, dostajemy
réwnosé (u® + v3)? = s*, z ktérej wynika, ze s jest
kwadratem liczby naturalnej, s = w?, i ostatecznie

u® + 03 = w?. Ale to ostatnie réwnanie nie ma rozwiazan
w liczbach naturalnych.
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Termin nadsylania rozwiagzan:

31 XII 2007

Rys. 1

(G

Rys. 2

Pop - C
A N D
v
\
o

Rys. 4

Czoléwka ligi zadaniowej

Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
436 (WT = 2,68) i 437 (WT = 2,29)

z numeru 4/2007

Krzysztof Magiera — Losiéw

Tomasz Wietecha
Andrzej Idzik
Jerzy Witkowski
Andrzej

— Tarnéw
— Bolestawiec
— Radlin

Nowogrodzki — Chocianéw

Jacek Konieczny
Radostaw Poleski

— Poznan
— Kotlobrzeg

43,97
34,52
31,61
31,60

24,58
19,16
18,38

Zadania z fizyki nr 444, 445
Redaguje Jerzy B. BROJAN

444. Most jest zawieszony na kablu (rys. 1). Znalez¢ postaé funkeji opisujacej
ksztalt kabla, jesli cigzar mostu jest rowno roztozony wzdluz osi poziomej,
odstepy pomiedzy linami pionowymi sa niewielkie, a ich ciezar oraz ciezar
samego kabla mozna pominaé. Jesli ciezar mostu jest rowny P, dlugos¢ [,

a obnizenie $rodkowego punktu kabla wzgledem najwyzszych — h, to ile wynosi
sita napiecia kabla w srodku, a ile — w najwyzszych punktach?

445. Na rysunku 2 przedstawiono dwa cykle termodynamiczne, w ktérych
przemianom podlega gaz doskonaly. Cykle maja wsp6lny odcinek AC' (choé
przebiegany z przeciwnym zwrotem). Sprawno$é ktérego cyklu jest wyzsza, czy
tez sa one jednakowe? Rozwazy¢ przypadki: a) Tg = Tp, b) T > Tp.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 6/2007

Przypominamy tres¢ zadan:

440. Ja$ mieszka w wysokim budynku i zabawia sie, oblewajac przechodniéw woda z okna. Uzywa

w tym celu konewki (schemat — zob. rys. 3), a zeby siggnaé¢ strumieniem wody blizej lub dalej,
zmienia jej kat pochylenia «. Jaki kat da mu najwigkszy zasieg strumienia? Jak daleko powinien staé
przechodzien, aby czué si¢ bezpiecznie? Diugosé konewki ! i wysokosé spadku h sg dane (oczywiscie
|l < h). Opér powietrza nalezy pominaé.

441. Dwa réwnolegte dlugie przewodniki prostoliniowe o promieniu » = 1 mm sg odlegle o d = 10 cm.
Z jednej strony do ich koncéw przylozono pewne napiecie, a z drugiej potaczono je opornikiem R
(rys. 4). Opér samych przewodnikéw mozna pominaé. Jaka powinna byé warto$é R, aby silta
elektrostatycznego przyciagania tadunkéw na jednym i drugim przewodniku réwnowazyta si¢ z sitag
magnetycznego odpychania przewodnikéw, wynikajaca z przeptywu pradu? Wzgledna przenikalnosé
elektryczna i magnetyczna osrodka wynosi 1.

440. Jedli mozna pominaé opory ruchu wody w konewce (lepkosé¢ i wiry), to predkosé¢ v
wyplywajacej wody mozna obliczyé z zasady zachowania energii (tzn. z réwnania
Bernoulliego):

v=1/2ghy = \/2glsina,
gdzie hy = [sin « jest wysokoscig spadku wody wewnatrz konewki. Ze wzgledu
na warunek | < h sktadowa pionowa poczatkowej predkosci wody nie ma znaczenia
i istotna jest tylko jej pozioma sktadowa, réwna

Ve = 4/ 2gl sin acos a .

Przyréwnujac pochodng wzgledem « do zera, nietrudno wykazaé, ze maksymalna
warto$é v, wystepuje dla kata o spetniajacego warunek: sin® o = 1/3, czyli a = 35,3°.
Czas spadku z wysokosci h jest réwny ¢ = /2h/g, a wiec zasieg figlow Jasia wynosi

z = 2kVhl,
gdzie k jest maksymalna wartoscig wyrazenia v/sin acos a, réwng k = Vg \/g =0,62.

441. Natezenie pola elektrycznego nici natadowanej z liniowa gestoscia tadunku A
(fadunkiem na jednostke dlugosci) w odleglosci p od tej nici wynosi

E(p) A

" 2meop
Calkujac, otrzymujemy réznice potencjaléw miedzy punktami odlegtymi o r i d od nici
A d
In—.
2meg r

AV =

Napiecie U miedzy dwoma réwnoleglymi przewodnikami naladowanymi przeciwnymi
tadunkami jest réwne 2AV, gdyz pole pochodzi od obu przewodnikéw. Przyjmujac,
ze U jest dane, mozemy stad wyznaczy¢ A, a nastepnie site przyciggania
elektrostatycznego na jednostke dtugosci
Flis U?

Lt NE(d) = ———at

l 2d In*(d/r)
To wyrazenie nalezy przyréwnaé do sity odpychania magnetycznego

Fragn _ po I* _ po U2
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