Grac albo nie grac?
Andrzej WALAT

Kazdy, kto zna stawna sztuke Szekspira o Hamlecie, ksieciu Danii, wie,

ze byla to postac tragiczna, ktorag los zmuszal do trudnych wyboréow bez
dostatecznych przestanek, wlasciwie na podstawie wyniku rzutéw kosémi.

Na stronie uniwersytetu stanu Utah nlvm.usu.edu mozna znalezé aplet pod
tytutem Hamlet Happens. Ten tytul trudno wiernie i krétko przetozyé na polski,
ale jego sens jest chyba taki: Kazdemu moze si¢ przydarzyé¢, ze znajdzie si¢

w sytuacji Hamleta. Tobie takze.

Rysunek 1 przedstawia ekran apletu. Wida¢ na nim stynna kwestie Hamleta:
to be or not to be (by¢ albo nie by¢) napisana bez odstepéw jako jedno
trzynastoliterowe stowo.

Hamlet Happens
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Rys. 1

W polu tekstowym pod napisem , Type a word using

up to 5 letters from the box” nalezy wpisa¢ dowolne
stowo utworzone z co najwyzej 5 liter wybranych

z hasla (kwestii Hamleta). Po kliknieciu przycisku

Start komputer zaczyna losowanie. Bedzie losowat litery
i wpisywatl je w polu tekstowym pod hastem tak dlugo,
az utworzy wybrane przez nas stowo. Na rysunku widac,
ze wybraliSmy stowo to i komputer losowat litery 7 razy,
az otrzymal to stowo. Apletu Hamlet Happens mozna
uzywac jako maszynki losujacej w wielu réznych grach
losowych. Zacznijmy od bardzo prostej gry. Nazwiemy ja
gra Hamleta.

Wybierasz dowolne dwuliterowe stowo utworzone z liter
wystepujacych w kwestii Hamleta i naciskasz Start.
Kiedy komputer utworzy wreszcie wybrane przez Ciebie
stowo, otrzymasz nagrode 12 zl, ale przedtem za kazde
wylosowanie litery musisz zaptacié¢ 1 zt.

W przypadku gry, ktérej wynik przedstawia rysunek 1,
musialbys zaplacié¢ za losowanie kolejnych liter 7 zt

i otrzymalbys nagrode 12 zt. Wygralby$ na czysto 5 zt.
Ale innym razem bilans mégtby by¢ ujemny. Twoje
hamletyczne pytanie brzmi: Gra¢ czy nie grac¢? Zaraz
za nim nasuwa sie nastepne pytanie: Jakie dwuliterowe
stowo wybraé, zeby mie¢ najwieksze szanse sukcesu
finansowego? Na poczatek zaldzmy, ze bedziesz zawsze
wybieral stowo to. Czy gra si¢ optaci? Sprébujemy
rozstrzygnaé te kwestie najpierw empirycznie, a potem
teoretycznie.
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Rozwigzanie empiryczne

Maszynka losujaca Hamlet Happens, zanim osiagnie
cel, przechodzi przez rézne stany. W przypadku
przedstawionym na rysunku 1 kolejne stany gry to
podstowa stowa bbtteto, czyli: stowo puste, stowo
jednoliterowe b, stowo bb, itd. az do stanu koncowego
bbtteto. Jest ich tacznie osiem, a ogdlnie, w dowolnym
przypadku gry z wybranym stowem konczacym to,
nieskonczenie wiele. Podzielimy je na trzy grupy
stanéw istotnie roznych: stowa konczace si¢ na to,
stowa konczace si¢ na litere t oraz wszystkie inne, te
oznaczymy litera x. Kazda gra zaczyna sie od stanu
poczatkowego x i konczy stanem koncowym to. Mozna
ja opisaé za pomoca nastepujacej planszy (grafu).

Rys. 2

Gra Hamleta jest réwnowazna losowej wedrowce pionka
po planszy od pola poczatkowego x do koncowego to.
Liczby przy strzatkach oznaczaja prawdopodobienstwa
tego, ze pionek w kolejnym ruchu pdjdzie na pole
wskazywane przez strzatke.



Literom x oraz t, oznaczajacym pola planszy, mozemy
nadaé nowy sens:

x — to liczba ruchéw, po ktérych pionek ustawiony
na polu x dojdzie do pola koncowego to,

t — to liczba ruchéw, po ktérych pionek ustawiony
na polu t dojdzie do pola konicowego to.

Symbole x oraz t maja wiec sens podobny jak wyrazenie
wynik rzutu kostka. Wynikiem rzutu kostka moze

by¢ 1, 2, 3, 4, 5 albo 6. Warto$é¢ x to losowa liczba
catkowita nie mniejsza niz 2. Wartosé¢ t — to losowa
liczba calkowita nie mniejsza niz 1. Doktadniej:

wartos¢ x to zawsze 1 plus wartos¢ t albo x, zaleznie od
wyniku losowania litery ze slowa tobeornottobe; jezeli
wypadnie litera t, to do jedynki trzeba dodaé¢ wartosé t,
a w przeciwnym przypadku wartosé¢ x. W jezyku
programowania Logo mozna to zapisa¢ w nastepujacy
Sposob.

oto x
wynik

1 + jezeli los "tobeornottobe = "t [t] [x]
juz
Losowa wartos¢ t to zawsze 1 plus warto$é¢ t, wartosé
x lub 0 zaleznie od wyniku losowania litery ze stowa
tobeornottobe. Jesli wylosowang litera jest t, to
dajemy warto$¢ t, jesli o, to dodajemy 0, a w kazdym
innym przypadku wartos¢ x. W jezyku Logo kodujemy
to w nastepujacy sposéb:

otot
wynik

1 + wybierz los "tobeornottobe [t [t] o [0] [x]]
juz
Po napisaniu powtérz 10 [wpisz 12 - x wpisz "|, |]
otrzymali$émy wyniki finansowe 10 gier: 7, 1, -4, 8, 9,
2, =17, 4, -30, 5. W tej serii czesciej wygrywaliSmy
niz przegrywalidémy, ale ogdlny bilans jest ujemny;
w sumie przegraliSmy 15 zt. Wynik eksperymentu moze
wskazywac, ze jesli nagroda wynosi 12 zl, to chyba nie
oplaca sie gra¢, ale 10 prob to troche za malo, by na ich
podstawie wnioskowaé¢ w sposdb pewny. Zdefiniujemy
dwie dodatkowe funkcje §x :n — $rednia z n wartosci x
oraz $w :n — $rednia warto$¢ wygranej w n grach.

oto $x :n

niech "s 0

powtérz :n [przyp "s :s + x]
wynik :s / :n

juz

oto §w :n

wynik 12 - §x :n
juz

Mozna teraz obliczy¢ érednia wygrana w serii 10000
gier. Na polecenie pisz §w 10000 komputer wypisal

na ekranie -2.0353. Teraz mozemy powiedzie¢ z duza
pewnoscia, ze gra sie nie oplaci. Jaka powinna by¢
nagroda, zeby gra sie oplacita? Nie mniejsza niz $rednia
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warto$¢ x. Na polecenie pisz $§w 10000 komputer
wypisal 14.257. Ale to tylko empiryczna $rednia
z 10000 wartosci x. Polecenie

powtérz 10 [wpisz §x 10000 wpisz "I, ]

powoduje wypisanie 10 réznych srednich z 10000
wartosci x. Rezultat: 14.11, 13.797, 14.1819,
14.2667, 14.309, 14.1065, 13.8894, 14.2784,
14.1372, 13.9415 wskazuje, ze doktadna teoretyczna
warto$¢ srednia x jest chyba nieznacznie wieksza niz 14.
Ale jaka ona dokladnie jest?

Rozwigzanie teoretyczne

Treéé¢ definicji x oraz t w Logo, w postaci
jednowierszowego zdania zaczynajacego si¢ od
stowa wynik, moze troche przypomina¢ znane
powszechnie réwnania matematyczne. Ale to nie sa
zwykle (statyczne) réwnania, tylko ich dynamiczne
odpowiedniki okreslajace sposéb wyznaczania losowych
wartosci x oraz t. Oznaczmy teoretyczne $rednie
wartosci x oraz t symbolami: X oraz t. Losowa
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wartos¢ x to zawsze 1 plus: w 13 przypadkow wartosc t,

a w pozostalych % przypadkéw — wartosé x. Losowa
wartosé t to zawsze 1 plus: w % przypadkéw wartosé t,

W % przypadkoéw — 0, a w pozostaltych 1(’—3 przypadkéw
— warto$¢ x. Wnioskujemy, ze $rednie powinny spelniaé
nastepujace rownosci:

X —ﬂ,+-£if-+ lgﬁ

o 13 137

) 34 6

t=1+—t+— -0+ —X.
TRttt

Po rozwiazaniu tego uktadu dwoch rownan liniowych
otrzymujemy teoretyczny $redni czas oczekiwania
na stowo to (tj. érednia liczbe losowan, po ktérych

otrzymujemy to):

169
= — ~14.08.
B ,08
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Komentarz

Litera t wystepuje w hasle tobeornottobe z czestoscia

13—37 a litera o z czestoscia %. Nietrudno zauwazy¢, ze
169 13 13
12 3 4

Moze to nasuwac hipoteze, iz gdybysmy w naszej
grze zamiast dwuliterowego stowa to wybrali dowolne
inne stowo utworzone z liter l1ls .. .1, wystepujacych
w danym hasle odpowiednio z czestoscia: pi, ps ...
oraz pn,, to teoretyczny Sredni czas oczekiwania
na wygenerowanie tego stowa w naszej grze byltby réwny
iloczynowi odwrotnosci czestosci:
1 1 1

p1 P2 P
Gdyby to byta prawda, to mieliby$my ogélna, niezwykle
prosta metode wyznaczania teoretycznego $redniego
czasu oczekiwania na wygenerowanie dowolnego
stowa utworzonego z liter danego hasta — znacznie
prostsza niz zastosowana przez nas metoda polegajaca
na rozwiazaniu ukladu réwnan liniowych. Ale czy to
prawda?



