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Zeby zrozumieé rekurencje,
nalezy najpierw zrozumieé rekurencje.

Sa takie twierdzenia, z ktérych mnostwo innych twierdzen wynika na tyle
latwo, Ze mozna je stosowaé niemal ,mechanicznie”, na przyklad w geometrii
twierdzenie Cevy. Sa tez takie ,mechaniczne” metody rozwigzywania réznych
zadan. Zobaczymy, jak mozna zastosowaé¢ rownania réznicowe do badania
zlozonosci réznych algorytméw iteracyjnych i rekurencyjnych.

Rozwazmy nieskonczony ciag liczb ag, aq, ... , ktorego pierwsze n wyrazéow
wybrano dowolnie, a pozostale wyrazy (dla k > n) spelniaja réwnanie

Ak = Cn—1Ap—1 + -+ + €10k —pt1 + Coak—pn + f(K),
w ktérym liczby ¢, ..., c,—1 oraz funkcja f sa dane. Poczatkowe wyrazy ciaggu
(opisujace warunek poczatkowy) i powyzsze réwnanie okreslaja nasz ciag
jednoznacznie. Jesli jaki§ algorytm przetwarzania danych o rozmiarze k > n
polega na rozwiazaniu zadan dla mniejszych danych, a nastepnie wykonaniu
f (k) operacji w celu otrzymania wyniku, to koszt lub zlozono$é nieraz mozemy
opisa¢ w ten sposdb. Zwykle chcemy jednak mie¢ bardziej ,,jawne” wyrazenie
opisujace ay.

Zacznijmy od rozwiazania réwnania jednorodnego, tj. takiego, w ktérym
funkcja f jest zerowa. Zbadamy hipoteze, ze réwnanie takie jest spelnione przez
cigg geometryczny: a = A¥, dla pewnej liczby A # 0. Po wstawieniu mamy
)\k _ Cn—l)\k71 + . + cl)\kf’nﬁkl + CO)\kin,
skad po uporzadkowaniu otrzymamy tzw. rownanie charakterystyczne:
A" — CnflAn_l — Cl>\ — Cy — 0.
Ciag geometryczny A* jest zatem rozwigzaniem réwnania jednorodnego, jesli
liczba A jest rozwiazaniem réwnania charakterystycznego. Jesli rownanie to ma
n réznych rozwiazan, to mamy n niezaleznych liniowo ciagdéw geometrycznych
spelniajacych réwnanie jednorodne i kazda ich kombinacja liniowa jest
rozwigzaniem. Dobierajac jej wspdlczynniki, mozemy znalezé ciag spelniajacy
warunki poczatkowe.
Zobaczmy przyklad. Réwnanie
Fy = Fr—1 + Fr—2
z warunkiem poczatkowym Fy = 0, F} = 1 okresla ciag liczb, zgodnie
z ktorym Leonardo z Pizy teoretycznie, a pézniej Lejzorek Rojtszwaniec
praktycznie, cho¢ tez na papierze, rozmnazali kroliki. Rozwiazaniami réwnania
charakterystycznego

M -A=-1=0
s liczby A\ = 3(1 —V/5) i Ao = 3(1 + V/5). Mamy
Fl = b2\ + o)k
dla pewnych liczb by, bs. Na podstawie warunkéw poczatkowych,
Fo =01 +03=0,

Fy =DM + b =1,
obliczamy b; = —%, by = %, skad wynika, ze po uplywie k£ miesiecy od
zalozenia hodowli mozemy mie¢ nawet

P 14vE) (1-vB\"
=5 2 T2

Co mozemy zrobié, jesli réznych rozwiazan réwnania charakterystycznego jest
mniej niz n? Jesli liczba A jest rozwiazaniem o krotnosci r > 1, to réwnanie

par krolikéw.
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jednorodne jest spelnione przez ciagi A*, kAF. ... k""1\F i znajac wszystkie
rozwiazania réwnania charakterystycznego i ich krotnosci, mozemy znalezé
n niezaleznych liniowo ciagéw spelniajacych jednorodne réwnanie réznicowe.
Zabierzmy si¢ zatem za roéwnania niejednorodne.

Jedli mamy dowolne rozwiazanie réwnania niejednorodnego, to kazde inne
jego rozwiazanie mozemy otrzymaé, dodajac pewne rozwiazanie rownania
otrzymanego przez ,wyrzucenie” funkcji f (czyli réwnania jednorodnego).

W badaniu ztozonoéci algorytméw bardzo czesto f(k) = p(k)u”, gdzie p jest
wielomianem pewnego stopnia d. Jesli liczba p jest rozwigzaniem réwnania
charakterystycznego (tak, tego rozpatrywanego wezesniej) o krotnosci r, to
pewne rozwigzanie réwnania z taka funkcja f ma postaé k"q(k)u¥, gdzie ¢
jest wielomianem stopnia d (to jest prawda takze dla r = 0). Wsp6lezynniki
wielomianu ¢ mozemy obliczy¢ na podstawie réwnania. Zobaczmy to, badajac
konkretne algorytmy.

Maksymalna liczba poréwnan T'(k) potrzebna do posortowania k-elementowego
ciagu algorytmem sortowania przez wstawianie spelnia rownanie:

T(1) =0,
Tk)=T(k-1)+k—1 dak>1.

Réwnanie charakterystyczne ma postaé A —1 =0, a f(k) = (k — 1) - 1*.
Poniewaz p = 1 jest rozwiazaniem réwnania charakterystycznego (o krotnosci 1),
wiec pewne rozwiazanie rownania ma postac

ay = k(bk +¢c) - 1%,
Po podstawieniu do rownania mamy
bk? +ck =b(k — 1) +c(k—1)+k— 1.
Po uporzadkowaniu otrzymujemy
ck=(-2b+c+1k+(b—c—1).
Poniewaz ta rownos¢ zachodzi dla kazdego k, wiec 1 —2b=0ib—c—1=0,
a stad b= %, c= fé. Mamy wiec

T(k) = %(1& —k)+d- 1%

Liczbe d obliczymy na podstawie warunku poczatkowego; otrzymamy d = 0.
Zatem, sortujac ciag k-elementowy algorytmem przez wstawianie, wykonamy
co najwyzej 3(k? — k) poréwnan.

W algorytmie sortowania przez scalanie liczba poréwnan elementéw
potrzebna do posortowania ciagu o dtugosci n nie przekracza
T(n)=T([n/2])+T(|n/2])+n — 1.
Przyjmijmy, ze n = 2* dla pewnej liczby naturalnej k i oznaczmy ay = T'(2%).
Rozwiazujac réwnanie ap = 2a,_; + 2F — 1 z warunkiem poczatkowym ag = 0
(co Czytelnik powinien tu juz umie¢), otrzymamy ax = (k — 1) - 2% + 1, skad dla
n = 2%, czyli k = logy n, mamy
T(n)=(loggn—1) -n+1.

Rozwazmy jeszcze dwa algorytmy przyblizonego rozwiazywania réwnania
nieliniowego f(z) = 0: metode Newtona i metode siecznych. Znacie?
To poczytajcie. W metodzie Newtona potrzebujemy jednego przyblizenia
rozwiazania, xg, a w metodzie siecznych — dwoch: zg i z1, na podstawie ktérych
obliczamy kolejne przyblizenia. Jesli liczba « jest rozwiazaniem, funkcja f jest
klasy C? i jej pochodna w otoczeniu « jest rézna od 0, to bledy e = z1 — a
kolejnych przyblizen rozwiazania w tych dwoch metodach spelniaja rownoéci

= f"(€-1) oraz ep = f" (k1) o iens

2f/(we—1) *Y 2f"(xp—1) ’

przy czym liczba &,_1 lezy w przedziale zawierajacym « i xp_1, albo o, xp—1
i xx_2, odpowiednio. Oznaczmy

S (k1)

ar = loglex| oraz g(k)=log ()




(podstawa logarytmu moze byé dowolna, wieksza niz 1). Dla metody Newtona
dostaniemy réwnanie

ap = 2ai—1 + g(k).

Zastapmy g(k) przez stala G i zalézmy, ze ap < —G. Rozwiazaniem tak
zmienionego réwnania jest ciag

ap = (a0 + G) - 28 — G.
Mozemy dalej sprawdzié, ze rozwiazanie réwnania z g(k) < G spelnia warunek
ar < ag. Wtedy ciag ar dazy wyktadniczo do —oo, a poniewaz mamy tu kolejne
potegi liczby 2, wiec kazde kolejne przyblizenie rozwiazania ma okoto 2 razy
wiecej cyfr doktadnych. Zbadanie metody siecznych zostawiam Czytelnikowi
na deser.

Algorytm Strassena jest pierwszym poznanym algorytmem mnozenia
macierzy o wymiarach n x n, w ktérym trzeba wykona¢ mniej niz C - n? dziatan
arytmetycznych dla pewnej stalej C. Niech n = 2% > 1. W algorytmie Strassena
macierze do pomnozenia dzielimy na bloki o wymiarach m x m, gdzie m = n/2.
Aby otrzymaé bloki, z ktérych sktada sie wynik, trzeba wykonaé¢ 7 mnozen oraz
18 dodawan i odejmowan macierzy m X m. Kazde dodawanie i odejmowanie to
m? dziatan na wspoélczynnikach. Mamy zatem
n 18 ,

T(n)77T(2)+ TR
oraz T(1) = 1. Oznaczmy aj, = T/(2¥). Mamy réwnanie aj, = 7ay_; + 18- 4%~1
z warunkiem poczatkowym ag = 1. Rozwiazaniem spelniajacym warunek
poczatkowy jest ciag ar = 7*t! — 6-4*, a zatem

T(n) = (2ls2T)k+1 _ 6. 4% = 7plog2 ™ _ g2,

Ostatni przyklad dotyczy drzew AVL (ich nazwa pochodzi od wynalazcow,
ktorych bylo dwéch: Adelson-Velski i Landis). Koszt wstawiania, usuwania

i dostepu do danych w drzewie binarnych wyszukiwan moze byé¢ proporcjonalny
do wysokoéci drzewa, ktora w drzewie o n wierzchotkach moze wynosi¢

nawet n. Jesli jednak zazadamy, aby réznica wysokosci poddrzew dowolnego
wierzchotka byla nie wigksza niz 1, to drzewo bedzie istotnie nizsze. Niech C'(k)
oznacza minimalng liczbe wierzchotkéw drzewa AVL o wysokosci k. Drzewo

o wysokosci 1 ma zawsze 1 wierzcholek (korzen), a drzewo o wysokosci 2 ma

co najmniej 2 wierzchotki. Dla £ > 2 mamy

Ck)y=Ck-1)+C(k—2)+1,
poniewaz drzewo o wysokosci & ma najmniejszg mozliwg liczbe wierzchotkéw
wtedy, gdy oba poddrzewa korzenia maja rézne wysokosci i kazde z nich ma
najmniejsza dopuszczalng liczbe wierzcholtkéw. Réwnanie ay = ag—1 + ap—2 + 1
jest spelnione przez ciag staly ar = —1. Aby uzyskaé rozwiazanie spelniajace
warunki poczatkowe, przyjmujemy
C(k)=eAi+ fA5 —1
i obliczamy e i f, rozwiazujac uklad réwnan
C(l) =XMe+Af—-1=1,
C2)=Ae+ A f—-1=2,
w ktérym wystepuja te same liczby A1 i A, co w hodowli krélikow. Dostajemy
stad e = (5 — 3v5)i f = =5+ V/5). Liczbe n wierzchotkéw w drzewie AVL
mozemy oszacowaé jak nastepuje:
n>Ck)=eXNs + A 1> (e+ N5 —1=25 -1,
poniewaz f > —e >0, e+ f = 1 oraz Ay > —A; > 0. Zatem \§ < n + 1, czyli
wysokoéé¢ drzewa
k <logy,(n+1).
Dalsze przyklady mozna mnozyé (prawie) jak kréliki. Kto umie napisaé
i rozwigzaé¢ réwnanie réznicowe, temu analiza zlozonosci wielu pozornie catkiem
réznych algorytméw niestraszna. Oczywiscie, nie brakuje tez takich algorytméw,
ktorych analiza jest straszna. Co kto lubi. ..
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