Autor podaje przyklad (a w zasadzie

dwa przyktady) redukcji jednego
problemu do drugiego. Redukcja jest
technika pozwalajaca poréwnywadé
zlozonosé obliczeniowg réznych zadan

i dowodzié¢ dolnego ograniczenia na te
ztozonosé. Klasycznym przyktadem

jest redukcja problemu sortowania

do problemu znajdowania otoczki
wypuklej na ptaszczyznie, ktéra pokazuje,
ze nie mozna znalez¢ otoczki n punktéw
szybciej niz w czasie O(nlogn). O klase
zlozonosci wyzej plasujg si¢ wielomianowe
redukcje dowodzace NP-zupelnosci
trudnych problemoéw.

Rozwigzanie zadania F 700.

Poniewaz Ziemia si¢ obraca, wigc

na réwniku wystepuje przyspieszenie

odérodkowe réwne “—, gdzie v to

predkosé punktu réwnika (czyli 40 000 km

na dobe), a r to promien Ziemi (czyli

6 356,8 km) — zmniejsza ono przyciaganie

ziemskie. Po przerachowaniu okazuje

si¢, ze niedobér wagi wyniesie okoto

5 graméw. Zatem nawet zloto kupowane

na rowniku, a sprzedawane na biegunie,

nie przyniostoby zysku pokrywajacego

koszty transportu. Sytuacje troche

poprawia uwzglednienie faktu, ze promien

réwnikowy jest wigkszy od biegunowego
przy optymistycznym rachunku réznica

moze wynies¢ kolejne 5 graméw.

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

O dwéch réwnowaznych problemach
Jakub RADOSZEWSKI™®

RMQ i LCA. RMQ i LCA to dwa klasyczne zagadnienia algorytmiczne,

ktére nierzadko okazuja sie podproblemami w praktycznych zastosowaniach

algorytmiki. Z pozoru nie maja one ze soba nic wspoélnego, jednakze pokazemy,

ze sa w istocie réwnowazne, czyli ze mozna efektywnie przeksztalci¢ rozwigzanie

dowolnego z nich, tak by rozwiazywalo ono drugie z tych zagadnien.

W zagadnieniu RMQ (ang. range minimum query) mamy dany n-elementowy

ciag liczbowy a1, ..., a, i musimy umie¢ szybko odpowiadaé¢ na zapytania

RMQ(i,j) o minimalny element fragmentu tego ciagu a;, a;+1,...,a;-1, a;j,

wyznaczonego przez i-ty i j-ty jego wyraz. Wyjadnijmy to na przykladzie; dla

ciagu 7,3,4,1,6,8,2,5 mozliwe sa miedzy innymi nastepujace zapytania:

e RMQ(6,8) — odpowiedzia jest siodmy element ciggu réwny 2,

e RMQ(1,8) — jest to réwnowazne z szukaniem minimum calego ciagu, czyli
elementu 1.

Problem LCA (ang. lowest common ancestor) dotyczy z kolei drzew

ukorzenionych, ktérych wierzcholki numerujemy liczbami od 1 do n.

Wiegcej o drzewach mozna przeczyta¢ w ksiazce Wilsona ,Wprowadzenie do teorii graféw”.

Dla danego drzewa chcemy odpowiadaé na zapytania LC'A(4, j) o najnizszego

wspolnego przodka (czyli przodka najbardziej oddalonego od korzenia drzewa)

danych wierzchotkéw i oraz j. Nasze drzewo mozemy reprezentowaé, pamigtajac

w kazdym wezle ojca tego wezla, a takze liste wszystkich jego dzieci. Dla

przykladowego drzewa (rys. 1) mamy nastepujace wyniki ponizszych zapytan:

e LC'A(4,8) to wierzcholek o numerze 1,
e LC'A(10,2) odpowiada korzeniowi drzewa (numer 3),

e LC'A(6,7) = 6 — poszukiwanym przodkiem moze by¢ jeden z wierzchotkéw
7z zapytania.

W obu problemach poszukujemy struktury danych, ktéra bedziemy w stanie
efektywnie skonstruowaé i dzieki ktorej odpowiadanie na zadane zapytania
bedzie moglo odbywaé sie (znacznie) szybciej niz w najbardziej sitowy sposéb.
W przypadku RMQ najprostszy algorytm polegalby na kazdorazowym
przegladaniu zadanego fragmentu ciagu, a w LCA — na przechodzeniu z obydwu
wezléw do korzenia drzewa (obstuga zapytan RMQ(1,n) w pierwszym
przypadku i LC'A(1,2) dla drzewa z rysunku 2 wymagalyby wéwczas wykonania
po O(n) operacji).

Rys. 1 Rys. 2

Od RMQ do LCA. Dla danego ciagu ay, ..., a, pokazemy algorytm, za
pomoca ktorego przeksztalcimy ten ciag do drzewa takiego, ze odpowiedzi
na zapytania postaci RMQ(i, ) dla ciagu bedziemy mogli uzyskaé¢ za pomoca
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odpowiednich zapytan LCA(i’,j’) dla i’, j' bedacych
numerami pewnych wierzchotkéw drzewa. Poszukiwana
struktura jest tak zwane drzewo kartezjanskie, bedace
drzewem binarnym (kazdy wezel ma co najwyzej dwoje
dzieci) o nastepujacych wladciwosciach:

e wezly sg ponumerowane liczbami od 1 do n, z czego
i-ty wezet drzewa odpowiada wyrazowi a; ciagu,

e wyrazy ciggu odpowiadajace potomkom wezla ¢ sa dla
kazdego ¢ nie mniejsze od a;, (*)

e numery potomkéw lewego dziecka wezla ¢ sa
mniejsze od i, a numery potomkdéw prawego dziecka 4
— wieksze od i (do potomkéw wezta wliczamy tez
(%)

sam wezel).
Dla zaznajomionych z klasycznymi strukturami danych
oznacza to tyle, ze drzewo kartezjanskie jest kopcem
binarnym ze wzgledu na wartoéci weztéw (wartosci
odpowiadajacych im elementéw ciagu), a drzewem
poszukiwan binarnych (BST) ze wzgledu na ich numery.
Drzewo kartezjanskie dla ciagu

7,3,4,1,6,8,2,5

jest przedstawione na rysunku 3.

Rys. 3

Czemu to dziala? Twierdzimy, ze po skonstruowaniu
drzewa kartezjanskiego dla ciagu ay,...,a, zapytanie
RMQ(i,j) mozna zasymulowa¢ przez LCA(i, j)
(zakltadamy odtad, ze i < j). SprawdZmy najpierw
na przykladzie, ze to rzeczywiscie dziala, przypominajac
sobie przyktadowe zapytania RMQ dla naszego ciagu:
rzeczywiscie

RMQ(6,8) = LCA(6,8) = ar = 2 (rys. 4),
a takze

RMQ(1,8) = LCA(1,8) = as =1 (rys. 5).

Czytelnik na pewno sam poradzi sobie z dowodem, ze
LCA(i, j) jest elementem zadanego podciagu a;, .. ., a;.
Pozostaje wiec pokazaé, ze wezly odpowiadajace
wszystkim elementom podciaggu a, ..., a; s potomkami
LCA(i,j) — to wobec wlasnosci (x) uzasadni, ze
LCA(i,j) jest minimalna wartoscia w tym podciagu.
Zauwazmy wiec, ze wszystkie pozostate wierzchotki
drzewa albo leza na Sciezce od LC'A(i, j) do korzenia
drzewa, albo sa potomkami tego typu wierzcholkéw,

ale z ,przeciwnej galezi” niz ta prowadzaca z LC' A(i, 7)
(rys. 6). Jezeli $ciezka prowadzaca od LC'A(3, j)

do korzenia wchodzi do danego wezta od strony lewego
syna, to widzimy, ze numery tego wezla i wszystkich
potomkow jego prawego syna sa wigksze od 7, czyli nie
mieszcza sie w zadanym fragmencie ciagu. W przypadku
prawostronnym analogicznie wnioskujemy, ze numery
rozwazanych wierzchotkéw sa mniejsze niz i, co konczy
dowdd.

Jak szybko to dziata? Trzeba jeszcze pokazaé, jak
szybko mozna skonstruowaé drzewo kartezjanskie

dla danego ciagu. Budowanie drzewa bedzie sie
odbywalo metoda przyrostowa, dokltadniej, bedziemy
doktadaé¢ wezty odpowiadajace kolejnym elementom
ciagu. Nietrudno zauwazy¢, ze w kazdym kroku
doktadany wezel a; bedzie sie znajdowal na najbardziej
prawostronnej Sciezce drzewa. Dlatego tez odpowiednie
miejsce dla a; znajdziemy, poruszajac si¢ od najnizszego
wezla prawostronnej Sciezki drzewa az do napotkania
wezla z warto$cia mniejsza od a; albo az do wyczerpania
weztow na $ciezce. W pierwszym z tych przypadkdw
prawym synem znalezionego wezla uczynimy wezet
zawierajacy a;, a cala pozostala cze$é¢ Sciezki
podepniemy do a; od lewej strony, w drugim za$ a;
uczynimy korzeniem drzewa, a cale dotychczasowe
drzewo podepniemy do niego z lewej strony (przyklad
dzialania algorytmu na rys. 7).

Na pierwszy rzut oka widzimy jedynie, ze w kazdym
kroku algorytmu wykonywanych jest co najwyzej n
krokéw w gore wzdtuz prawostronnej Sciezki, a zatem
jego zlozonosé czasowa mozemy oszacowaé przez O(n?).
Jest to jednak bardzo zgrubne oszacowanie. Jezeli

w kazdym kroku bedziemy pamietali najdalszy od
korzenia wezel Sciezki prawostronnej drzewa, to w takim
przypadku taczna liczba krokéw algorytmu moze zostaé
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oszacowana przez sumaryczng liczbe przeanalizowanych
wierzcholkéw $ciezek prawostronnych. Skoro jednak

raz przejrzany wierzcholek na zawsze przestaje si¢ juz
znajdowaé na $ciezce prawostronnej, a takze kazdy
wierzchotek zostaje do niej dodany doktadnie raz, to
tgczna liczba krokow algorytmu moze zostaé oszacowana
przez sumaryczng liczbe wierzchotkow drzewa, czyli

O(n).

Ostatecznie udalo nam si¢ sprowadzi¢ rozwiazywanie
RMQ do zagadnienia LCA, tak ze zlozonosé czasowa
przejscia jest liniowa wzgledem rozmiaru problemu (n),
czyli praktycznie najszybciej, jak sie nam moglo udac.

Rys. 7

Od LCA do RMQ. Sprowadzenie w te strone jest
nieco tatwiejsze niz w przeciwna. Tym razem naszym
zadaniem jest przeksztalcenie danego drzewa w pewien
ciag liczbowy tak, aby zapytania postaci LC'A(i, j) daly
sie latwo zapisa¢ w postaci zapytan RMQ(i', 5) dla
skonstruowanego ciagu. W pierwszym kroku wykonamy
przeszukiwanie drzewa w gtab, rozpoczynajac od
korzenia i za kazdym razem, kiedy znajdziemy sie

w jakims$ wierzchotku, dopiszemy go na koniec listy
wynikowej wraz z jego glebokoscia (korzen drzewa ma
glebokosé 0).

Wiecej o przeszukiwaniu w glagb mozna przeczytaé¢ w ksigzce Cormen,
Leiserson, Rivest, Stein ,Wprowadzenie do algorytmoéw”.

Dla drzewa z rysunku 1 wynikiem tego przeszukiwania
bedze lista: (3,0), (2,1), (3,0), (1,1), (5,2), (4,3),
(5.2), (1,1), (8,2), (1,1), (3,0), (6,1), (10,2), (6,1),
(9,2), (6,1), (7,2), (6,1), (3,0) (patrz rys. 8).

Na powyzszej liscie liczba wystapien kazdego
wierzchotka jest réwna liczbie jego dzieci powigkszonej

o jeden. Laczny rozmiar tej listy jest wiec rowny

liczbie krawedzi drzewa (laczna liczba wszystkich

dzieci) powiekszonej o liczbe jego wierzcholtkéw (suma
jedynek), czyli 2n — 1; podobnie cale przeszukiwanie ma
zlozonos¢ czasowq liniowa wzgledem rozmiaru drzewa.
Okazuje sie, ze otrzymana lista jest poszukiwanym
przez nas ciagiem! Zapytanie LC A(i, j) obstuzymy,
identyfikujac jakiekolwiek wystapienia par (i,¢;) i (4, g;)
(92 to glebokosé wezta x) na liscie, zapytujac o RMQ
na przedziale przez nie wyznaczonym (minimalizujemy
drugi element pary, czyli gleboko$é wezla) i jako
poszukiwanego najnizszego wspolnego przodka
przyjmujac pierwszy element znalezionej pary. Czytelnik
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tatwo sprawdzi, ze kazde z wczedniej oméwionych
przyktadowych zapytan LCA zostanie dla naszego
drzewa prawidlowo obstuzone, a wynikami beda
odpowiednio pary: (1,1), (3,0) i (6,1).

Rys. 8

Jezeli dla kazdego wezla drzewa bedziemy pamietac
polozenie ktoregokolwiek jego wystapienia na lidcie,

to koszt czasowy zapytania LCA bedzie dokladnie

taki sam, jak koszt odpowiadajacego mu RMQ.
Pozostalo wiec odpowiedzie¢ na pytanie, czy nasze
sprowadzenie jest rzeczywiscie poprawne. W tym celu
przede wszystkim zauwazmy, ze LCA rozwazanych
weztow bedzie zawsze wystepowal w podciagu o koncach
wyznaczonych przez (i,g;) i (J, g;). Faktycznie, jezeli
tym LCA jest ktéry$ z wezléw i, j, to stwierdzenie

to jest oczywiste, a w przeciwnym przypadku Sciezki
prowadzace od i oraz j do ich LCA wchodza przez
r6zne jego dzieci (inaczej nie bylby to najnizszy wspolny
przodek), czyli miedzy zaglebieniami rekurencyjnymi
algorytmu przeszukiwania dochodzacymi do ¢ oraz do j
wierzcholek odpowiadajacy LCA zostanie wypisany.
Podobnie mozna pokazaé, ze zaden wierzchotek

o mniejszej glebokosci nie moze sie w tym przedziale
znalezé, co ostatecznie dowodzi, ze poszukiwane LCA
bedzie znalezionym RMQ.

Whioski. Pokazaliémy algorytmy sprowadzajace
RMQ do LCA i z powrotem w zlozonosci czasowej
O(n), co pozwala nam stwierdzié, iz te dwa problemy
sg rzeczywiscie rownowazne. Pozostalo nam teraz
znalezienie efektywnego rozwiazania ktoregokolwiek
z tych zagadnien. Tym jednak zajmiemy si¢

w listopadowym numerze Delty.



