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Rys. 1. Diagramy Schlegela dla
czworo$cianu, szeScianu i dwunastos$cianu
foremnego.
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Rys. 2.

0

Rys. 3. Czytelnik bez trudu, wykonujac
jaka$ triangulacje¢ torusa, sprawdzi, ze
jego charakterystyka Eulera—Poincarégo
jest réwna 0.

Rys. 4. A jaka jest charakterystyka
Eulera—Poincarégo dla precla?

Wzdér Eulera

W 1752 roku Euler zapisal, ze suma liczby s $cian i w wierzchotkéw wieloscianu
wypuklego jest o 2 wieksza od liczby k jego krawedzi. Zaleznosé

s—k+w=2
nosi nazwe wzoru Eulera. Uzasadnienie tego spostrzezenia nie jest trudne.
Na przyktad mozna zrobié¢ to, odwolujac sie do tzw. diagramu Schlegela. Jest to
plaski graf odpowiadajacy temu, co zobaczymy zblizywszy oko do jednej ze $cian
(przezroczystego) wielo$cianu wypuklego tak, by wszystkie jego wierzchotki
widzieé¢ przez te Sciang (przyktady na rysunku 1). Jesli nieograniczony obszar,
widoczny na zewnatrz tej Sciany uznamy tez za Sciane, to diagramowi Schlegela
wieloécianu bedg odpowiadaly te same liczby s, k, w, ktére odpowiadaja
wieloscianowi. Uruchamiamy teraz procedure: jesli krawedz oddziela dwie
rézne Sciany, to ja usuwamy — nietrudno zauwazy¢é, ze wyrazenie s — k + w nie
zmienia przy tej procedurze swej wartosci (zaréwno s, jak k zmniejszaja sie
o 1). Procedura zatrzymuje sie, gdy zostanie nam tylko jedna $ciana, czyli gdy
pozostana tylko polaczone lamane, tak jak, na przyklad, na rysunku 2. Teraz
usuwamy ich wolne konce wraz z prowadzacymi do nich krawedziami — to znéw
nie zmienia wartosci wyrazenia s — k + w (o 1 zmniejsza sie w i k). W efekcie
zostaje jeden punkt — dla niego jest s=w =11k =0, czyli s — k+w =21 tak
musialo by¢ zatem od poczatku.

Proste spostrzezenie, ze w wieloécianie zachodzi
2 . 2
(1) s < gkz i w< gk,

wynika z faktu, ze Sciany maja co najmniej trzy boki-krawedzie, a kazda
krawedZ nalezy do dwdch $cian (podobnie z wierzchotka wychodza co najmniej
trzy krawedzie i kazda laczy dwa wierzcholki). Gdy zastosujemy do tego wzor
Eulera, mozemy otrzymac

s> %k+2, w > %k+2
oraz
(2) w<2s—4, s<2w-—4,
co zapewne kazdy z Czytelnikow umie wykazac.

Od razu nasuwa sie pytanie, czy dla dowolnych liczb s, k, w, spelniajacych
wzér Eulera, istnieje wieloscian majacy odpowiednio tyle écian, krawedzi

i wierzchotkéw. Odpowiedz jest oczywiscie ,nie” — np. nie ma wieloscianu

o jednej Scianie. Ale jak brzmi odpowiedz, gdy dodatkowo zatozymy, ze s i w
to co najmniej 4, a k — co najmniej 67 Pytanie okazalo si¢ nietatwe. Dopiero
w 1906 roku Steinitz udowodnil, ze

jesli liczby calkowite dodatnie s, k, w spelniajg wzér Eulera i warunki (1), to
istnieje wieloScian wypukly majgcy s scian, k krawedzi © w wierzcholkow.

Korzystajac z twierdzenia Steinitza, Czytelnicy moga bez specjalnego trudu
wykazaé, ze

warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by dla dowolnych liczb catkowitych
dodatnich s i w istnial wrelo$cian wypukly majecy s Scian i w wierzchotkow,
jest (2).

Wzoér Eulera zostal uogoélniony przez Poincarégo na dowolne powierzchnie
(i rozmaitosci wyzszych wymiaréw). Okazuje sie bowiem, ze gdy dowolna
powierzchnie jako$ striangulujemy (czyli podzielimy na — byé moze
krzywoliniowe — trojkaty), to wyrazenie s — k + w bedzie mialo te sama wartosé,
niezaleznie od tego, jak te triangulacje wykonamy. Liczbe te, charakterystyke
Eulera—Poincarégo powierzchni M, oznacza si¢ na ogél x(M). Nie zmienia si¢
ona przy odksztalcaniu powierzchni bez rozrywania i sklejania (czy ogdélniej —
przy homeomorfizmach) i na dodatek, gdy w powierzchniach M; i My wytniemy
po koétku i potem skleimy je tymi otworami, otrzymujac powierzchnie M, okaze
sie, ze
X(M) = x (M) + x(Mz2) — 2.
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