Rownania Eulera—Lagrange’a

Ogélnym sformulowaniem praw ruchu uktadu mechanicznego, tzn. majacego
skonczong liczbe stopni swobody, jest tzw. zasada najmniejszego dzialania. Dla
uproszczenia podamy te zasade dla przypadku ruchu jednej czastki punktowe;j
w jednym wymiarze przestrzennym, co powinno wystarczy¢ do zrozumienia
sedna sprawy.

Przypiszmy czastce pewna funkcje rzeczywista L = L(z, 4, t) (gdzie ¢ jest
zmienng czasowa, x = x(t) oznacza polozenie czastki w chwili ¢, natomiast

& := dx/dt jest predkoscia czastki) charakteryzujaca jej ruch. Funkcja L nazywa
sie funkcja Lagrange’a. Zasada najmniejszego dzialania méwi, ze ruch czastki
odbywa si¢ w taki sposob, ze tzw. calka dzialania S zdefiniowana wzorem

(1) S = /152 dtL(z, &,t)

t1
osiaga minimum dla malej réznicy |t2 — t1].

Podamy teraz réwnanie, ktorego rozwigzanie minimalizuje owa catke dzialania.
Zal6zmy w tym celu, ze 2 = 2(t) jest wlasnie funkcja opisujaca rzeczywisty ruch
czastki, dla ktérego catka S ma minimum. Niech dx(t), zwana wariacja funkeji
x(t), oznacza maly przyrost tej funkcji w przedziale od ¢; do t2 o wlasnosci
0x(t1) = 0 = dxz(tz2). Wtedy zastapienie x(t) przez x(t) + dz(t) spowoduje zmiane
dzialania okreslong przez réznice calek

to

(2) / dt [L(z + dx, & + 62,t) — L(z,,t)].
ty

Przyréwnanie do zera powyzszej calki, czyli wariacji dzialania 4.5, jest

warunkiem koniecznym na to, aby S mialo minimum dla funkcji = = x(¢).

Rozwinmy teraz wyrazenia podcatkowe w szereg potegowy wzgledem oz

i 04, oraz ograniczmy sie do wyrazow pierwszego rzedu. Mozemy wiec zasade

najmniejszego dzialania zapisaé¢ w postaci

tz t2
3 08 =96 dt L(z,2,t) = dt [ =—o —d0x | =0.
®) [ ntean = [Car (Graes Go)
Calkujac wyrazenie zawierajace (OL/0i) 64 przez czesci (i korzystajac z tego, ze
0r = %517), otrzymujemy

ta
(4) 58 = a—%zﬁf f/ dt <8—L - ga_p) sz = 0.
oz .
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Roéwnanie Eulera—Lagrange’a przyjmuje wtedy znana
powszechnie postaé¢ drugiego prawa Newtona:

Pierwszy wyraz w tym wyrazeniu znika na mocy
definicji dx(t). Drugi wyraz powinien znikaé przy

dowolnych wartosciach wariacji dz. Bedzie to mozliwe d2z
P : (7) m— = 0.
wtedy, gdy wyrazenie podcatkowe spelnia warunek d¢2
(5) ga_L B 3_L _ Zasada najmniejszego dzialania daje sie latwo uogdélnié
dt 0x Oz na przypadek ukladu wielu czastek poruszajacych

Roéwnanie to nazywa sie rownaniem Eulera—Lagrange’a
i zostalo wyprowadzone niezaleznie przez L. Eulera
oraz J-L. Lagrange’a w latach 50. osiemnastego wieku.
Jest ono tzw. réwnaniem ruchu czastki, to znaczy

jego rozwiazanie okresla rzeczywisty ruch czastki.
Zadanie warunkéw poczatkowych dla tego réwnania,
tzn. &1 = x(t1) oraz &1 = @(t1), pozwala je rozwiazaé
jednoznacznie.

Na przyktad, dla nierelatywistycznej czastki swobodnej
o masie m poruszajacej si¢ w plaskiej czasoprzestrzeni,
funkcja Lagrange’a ma prosta postac

(6) L= <i_j>

sie w wielowymiarowej czasoprzestrzeni w zadanym
polu sil. Jest ona réwniez powszechnie stosowana

w teorii pola, tzn. dla uktadéw majacych nieskoniczenie
wiele stopni swobody. Otrzymane wtedy rownania
Eulera—Lagrange’a sa znanymi réwnaniami zmian

w czasie tych pol: sa to np. réwnania Maxwella dla pola
elektromagnetycznego oraz réwnania Einsteina dla pola
grawitacyjnego. Zasada najmniejszego dzialania jest
powszechnie stosowana w fizyce wspdlczesnej, m.in. dla
otrzymywania rownan ruchu danego uktadu — albowiem
czesto latwiej jest odgadnaé funkcje Lagrange’a uktadu
niz réwnania ruchu.
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