Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele — dowod Eulera

Przypu$émy, ze jedynymi liczbami pierwszymi sa p1,p2,...,pm i m € N.
Wowczas, jak wiemy z twierdzenia o rozkladzie liczby naturalnej na czynniki
pierwsze (ktérego dowdd nie odwoluje sie do liczebnosci zbioru liczb pierwszych),
kazda liczbe naturalng mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci p’fl pgz <o phm
dla pewnych liczb calkowitych nieujemnych ki, ko, ..., ky,. Oznaczmy zbiér
wszystkich liczb catkowitych nieujemnych symbolem Z{.
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odwrotnosci liczb naturalnych, przy czym kazda taka odwrotnos¢ wystepuje
w tym zbiorze tylko raz. Inaczej mowiac,
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(Wyrazy tych szeregéw sa dodatnie, wigc kolejno$é sumowania nie ma

znaczenia.) Szereg harmoniczny jest rozbiezny, zatem kazda z powyzszych sum

jest nieskonczona.

Skorczona jest natomiast kazda z sum ) - 0( ) dlai=1,2,...,m. Istotnie, sa

to szeregi geometryczne o (dodatnim) ilorazie
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i mniejszym od 1 i suma takiego

. W takim razie skonczony jest takze iloczyn tych sum:
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Iloczyn nieskonczonych szeregdw wyglada podobnie jak iloczyn skoniczonych
sum: jest znowu suma, ktérej kazdy sktadnik jest iloczynem, zawierajacym po
jednym elemencie z kazdej sumy, i wszystkie takie iloczyny musza wystapic.
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Zalozenie o skonczonoéci zbioru liczb pierwszych doprowadzito do sprzecznosci:
po lewej stronie mamy liczbe skoficzona, po prawej szereg rozbiezny

do nieskonczonosci. I to jest koniec dowodu.

Stata Eulera—Mascheroniego

Rozglosu i stawy przysporzylo dwudziestoo$mioletniemu

Eulerowi wykazanie w 1735 roku réwnosci
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Podobne wyniki uzyskal takze dla
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gdzie s jest dodatnia liczbg parzysta. W ogloszonej
rozprawie stwierdzit ponadto, ze z réwnoéci
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przy n — 400, a jego granice oznaczyl przez C

(od takiego stwierdzenia do dowodu jest calkiem
daleko, ale w XVIII w. tym si¢ nie przejmowano).
Uwazal, ze zastuguje ona na dokladniejsze zbadanie

i wyznaczyt ja z doktadnodcia do pieciu miejsc

po przecinku. Moze myslal, ze poznanie jej

natury przyblizy go do wyznaczenia, na przyklad,
€(3)? Ostatecznie, dzieki wynajdywaniu coraz to
nowych réwnoéci zawierajacych C, wiedzial, ze

C =0,5772156649015328 . ... Pod koniec swego zycia
przyznal, ze stala C pozostala dla niego zagadka.
Pateczke wyznaczania kolejnych cyfr rozwiniecia
dziesietnego C przejal wloski matematyk Lorenzo
Mascheroni. Zastosowane przez niego w 1790 roku
oznaczenie vy zamiast C pozostato do dzis. Do dzi$ tez
nie umiemy odpowiedzie¢ na pytanie, czy -y jest liczbg
wymierna.
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