Klub 44

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
531 (WT = 3,28) i 532 (WT = 1,23)
z numeru 12/2006

Janusz Olszewski — Suwaltki 43,42
Andrzej Jézwik —~Warszawa 42,67
Tomasz Warszawski — Krakéw 41,41
Andrzej Daniluk — Warszawa 39,09
Tomasz Wietecha  — Tarnéw 39,00
Dariusz Kurpiel — Posada

Zarszyn 37,05

Krzysztof Kaminski — Pabianice 36,52

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4/2007

Przypominamy tresé¢ zadan:

539. Niech T, ..., Ty beda tréjelementowymi podzbiorami zbioru n-elementowego X; zaktadamy,
ze zbiory T;, T; (dla i # j) majg co najwyzej jeden element wspdlny. Dowiesé, ze istnieje podzbiér S
zbioru X, liczacy nie mniej niz | v2n] elementéw i niezawierajacy zadnego ze zbioréw T;.

540. Wyznaczy¢ wszystkie pary (z, y) liczb catkowitych dodatnich, dla ktérych kazda z liczb = + y,
1 4 zy jest potega liczby 2 o wyktadniku catkowitym.

539. Wystarczy okresli¢ S jako podzbiér zbioru X, ktéry
nie zawiera zadnego ze zbioréw T; oraz ma maksymalng
liczbe elementéw (wsréd wszystkich podzbioréw o tej
wlasnosci). Taki zbiér S nie musi by¢ jedyny — jesli jest ich
wiecej, wybieramy i ustalamy dowolny z nich jako zbiér S.
Przyjmijmy, ze ma on s elementéw; mamy wykazaé, ze

s> [V2n].

Wezmy dowolny element x € X, ktéry nie nalezy do S.
Zbiér S U{z}, jako wiekszy od S, musi zawieraé ktorys

ze zbiorow T;. Znéw: niekoniecznie jedyny — wybierzmy
wiec zbiér T; (zawarty w S U {z}) o najmniejszym numerze
i oznaczmy ten numer przez i(z). Cze$¢ wspdlng zbioréw
Ti(+) oraz S oznaczmy przez S.

Sam element = nalezy, rzecz jasna, do zbioru Tj(,y. Zbiér S,
sktada si¢ z dwoch pozostatych elementéw zbioru T, .
Rézne elementy x,y € X \ S wyznaczaja zbiory Ss, Sy, ktére
nie sa identyczne (bo rézne zbiory T;, T; maja przeciecie

co najwyzej jednoelementowe). Zatem przyporzadkowanie

x +— Sz jest réznowartosciowa funkcjg ze zbioru X \ S

do zbioru wszystkich dwuelementowych podzbioréw

zbioru S. Otrzymujemy nieréwnosé n — s < (;), ktoéra
przepisujemy jako 2n < s? + s. Stad

V2n <v/s2+s<s+1,

wobec czego

|V2n | < s.

540. Niech (z,y) bedzie jedna z szukanych par. Dla pewnej
pary wyktadnikéw naturalnych (k, ) spelniony jest ukltad
réwnan

z+y=2"

142y = 2t
Odejmujac oraz dodajac te réwnania stronami, dostajemy
nowy uktad

(1) (x—1)(y — 1) =2° - 2%,
(2) (z+1)(y+1)=2"+25

widaé, ze £ > k > 11 ze liczby z, y sa nieparzyste.
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Jezeli k = £, to z réwnania (1) mamy z =1 lub y = 1;

pozostala niewiadoma ma wtedy wartogé 2% — 1, w mysl

réwnania (2). Kazda z par (z,y) postaci
(1,28=1) b (2"-1, 1),

spelnia warunek zadania.

k=1,2,3,...,

Rozwazmy teraz przypadek, gdy k < ¢. Czynniki iloczynu po
lewej stronie réwnania (1) sa wéwczas dodatnimi liczbami
parzystymi. Niech « i 8 beda najwiekszymi wyktadnikami
naturalnymi, dla ktérych (odpowiednio) = — 1 dzieli sie
przez 2%, zas y — 1 dzieli sie przez 2°; z réwnania (1) widaé,
ze a+ [ =k.

Gdyby oba wyktadniki «, 8 byly wigksze od 1, to liczby
xz+11iy+1, czyli czynniki lewej strony réwnania (2),
bytyby liczbami parzystymi niepodzielnymi przez 4, wbhrew
temu, ze prawa strona (2) dzieli si¢ przez 2* (a w tym
przypadku k = a+ 3 > 4).

Gdyby oba wyktadniki «, 8 byly réwne 1, to czynniki lewej
strony réwnania (2) bylyby podzielne przez 4, wbrew temu,
ze prawa strona (2) nie dzieli sie przez 2" (a w obecnym
przypadku k = a + 3 = 2).

Pozostaje mozliwosé, ze doktadnie jedna z liczb o,

jest réwna 1. Niech np. a > 2, 8 = 1; tak wiec k > 3,
a=k—1. Wtedy = + 1 dzieli sie przez 2', ale nie przez 22,
i z réwnania (2) wynika, ze y + 1 dzieli si¢ przez 2571,

ale nie przez 2¥. Mozemy wiec napisaé

m—l:Qk_lu7 y+1:2k_lv;

Zatem

u, v — liczby nieparzyste.

2 =z 4y=2"""(u+v),

skad ©v = v = 1, i ostatecznie

r=2"141,

Oznaczajac k — 1 = j oraz uwzgledniajac mozliwo$¢ zamiany
6l a i B (czyli z i y), dostajemy druga serie par (z,y):

(2+1,22-1) b (27—1,2+1), j=234,...;

rowniez i one spetniaja wymagany warunek.

y=2"""1_1.



Klub 44

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
432 (WT = 2,10) i 433 (WT = 3,20)
z numeru 2/2007

Tomasz Tkocz — Rybnik 42,68
Konrad Kapcia — Czestochowa 38,99
Krzysztof Magiera — Losiéw 35,16
Jerzy Witkowski — Radlin 29,55
Andrzej Idzik — Bolestawiec 23,63
Andrzej

Nowogrodzki — Chocianéw 21,18
Radostaw Poleski — Kolobrzeg 17,04

‘W poprzedniej serii dobre rozwigzania
przystal takze p. Tomasz Wietecha.
Nie zostaly one jednak — niestety —
uwzglednione w punktacji z powodu
spéznienia. Prosimy przestrzegacd
podawanych terminéw!

W

Redagugje Jerzy B. BROJAN
Rozwiagzania zadan z fizyki z numeru 4/2007

Przypominamy tres¢ zadan:

436. Stacja kosmiczna sklada sie¢ z dwéch czesci o masie 10 ton kazda, odlegtych wzajemnie o 30 m.
Obliczy¢ site rozciagajaca stacje, gdy krazy ona wokél Ziemi na wysokosci 700 km w pozycji
,pionowej” (jedna czesé blizej Ziemi, druga dalej).

437. Mamy do dyspozycji ogniwa o SEM = 1V bez oporu wewnetrznego oraz oporniki o oporze 1 €.
Jak z tych elementéw zbudowaé ukltad o dwéch koncéwkach réwnowazny baterii o SEM = 0,8V

i oporze wewnetrznym 0,75 Q7 Nalezy uzy¢ mozliwie malej liczby ogniw i opornikéw. Najlepsze
uklady (o najmniejszej liczbie elementéw) zostana przedstawione w oméwieniu rocznym, jednak
osiagniecie ,rekordu” nie jest wymagane do uznania rozwigzania za prawidlowe.

436. Oznaczmy promien orbity wewnetrznej jako R, zewnetrznej jako Ro, mase
kazdej czedci jako m, szukang site ich wzajemnego oddzialywania jako F, mase
Ziemi jako M, a predkosé katowa zespotu jako w. Z réwnan ruchu
GMm GMm
R R3
nalezy wyeliminowaé¢ w i wyznaczy¢ F
GMm RQ R1
Ry + R» R_% B R_%
Aby uprosci¢ to wyrazenie, trzeba uwzglednié, ze wielkos¢ AR = Ry — Ry
jest znacznie mniejsza od samych Rz i Ry (oznaczmy Rz = R; =~ R). Ponadto
wygodne jest podstawienie GM = gR? (gdzie R, — promief Ziemi). Po tych
przeksztalceniach otrzymujemy

mw?R; = — F, mw?Ry = - F

F =

3 R2AR

437. Na rysunku przedstawiono jedno z mozliwych rozwiazan, sktadajace sie
z 2 ogniw i 13 opornikéw.

Rozwigzanie zadania M 1077.

Niech A = {a1,a2,..., ar}, B = {b1,ba,...,b} bedg takimi roztacznymi podzbiorami zbioru S, ze
AUB = S oraz

(%) n=ayaz...ar = biby...b.

Gdyby w zbiorze S istnialta liczba podzielna przez 19, to taka liczba bytaby tylko jedna w tym
zbiorze i w konsekwencji jedna strona réwnosci (*) byltaby podzielna przez 19, a druga nie.

Zatem zbiér S sktada si¢ z 18 liczb caltkowitych, ktére daja odpowiednio reszty 1,2,...,18
z dzielenia przez 19. Wtedy wykonujac prosty rachunek (lub na mocy twierdzenia Wilsona) mamy
2
n® = (a1as...ar) - (b1ba... b)) =18 =18 = —1 (mod 19).
Bezposrednie sprawdzenie dowodzi jednak, ze kwadrat liczby calkowitej nie moze dawaé reszty 18
z dzielenia przez 19. Uzyskana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze opisany w treséci zadania podzial zbioru S nie
istnieje.

.. ]

Rozwigzanie zadania M 1078.
Taki wielomian f(x) istnieje.
Niech g(«) bedzie wielomianem stopnia 98 o wspétczynnikach catkowitych. Wykazemy, ze wielomian
f(z) = x(xz — 1)g(x) + 1 spelnia warunki zadania.
Oznaczmy: f*(z) = f(f... f(z)...) (k-krotne zlozenie funkcji f). Wystarczy dowiesé, ze dla kazdej
liczby caltkowitej n liczby f(n) i j']‘"(n) dla k > 2 sa wzglednie pierwsze.
Niech p bedzie dzielnikiem liczby f(n). Wykazemy indukcyjnie, ze f}"’(’n,) =1 (mod p) dla k > 2,
a stad bezposrednio wynika, ze liczby f(n) i /']‘"(n) (dla k > 2) sa wzglednie pierwsze. Dla k = 2
mamy
fFn) =fn)(f(n) =D g(f(n)) +1=1

Jesli z kolei ‘/k(ll) =1 (mod p), to

) = F(F ) = FE ) ) = D g(FF ) +1=1

co konczy dowédd indukceyjny i rozwigzanie zadania.

(mod p) .

(mod p),
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