warunki:

Euler i teoria liczb

Nie sposéb przedstawi¢ w krétkim artykule pelnej listy zastug Eulera na polu
teorii liczb. Dokonatem wiec wyboru najbardziej charakterystycznych
przykladéw jego osiagnie¢ w tej dziedzinie.

Za jedno z najwazniejszych twierdzen teorii liczb uwazane jest prawo
wzajemnosci reszt kwadratowych. Zostato ono sformulowane bez dowodu przez
Eulera, a udowodnione przez Gaussa.

Liczbe r nazywamy reszta kwadratowa modulo p, jezeli kongruencja

22 =7 (mod p)

ma rozwigzanie catkowite . Prawo wzajemnoéci reszt kwadratowych orzeka,
ze dla dowolnych réznych nieparzystych liczb pierwszych p i ¢ wszystkie trzy

(i) liczba p jest reszta kwadratowa modulo g,

(ii) liczba g jest reszta kwadratowa modulo p,

(iii) obie liczby p, g przy dzieleniu przez 4 daja reszte 3

sg falszywe lub tez prawdziwe sa dokladnie dwa z nich.

Euler udowodnil, ze szereg odwrotnosci liczb pierwszych
jest rozbiezny. Przy okazji odkryl nastepujacy

zwiazek miedzy funkcja ¢ Riemanna i liczbami
pierwszymi
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gdzie mnozenie rozciaga sie¢ na wszystkie liczby
pierwsze p. Powyzsza rownosé jest spelniona dla
dowolnej liczby zespolonej s o czesci rzeczywistej
wigkszej od 1.

Euler wyjasnil tez kwestie kilku zagadnien
pochodzacych od Fermata, ktory mial zwyczaj
formulowania twierdzen bez dowodu.

Jedno z takich twierdzen, znane jako male twierdzenie
Fermata, orzeka, ze dla dowolnej liczby pierwszej p oraz
dowolnej liczby catkowitej a liczba aP—a jest podzielna

przez p.
W innej wersji

a?™' =1 (mod p) ,
o ile liczba a jest wzglednie pierwsza z p. Euler nie tylko
jako pierwszy opublikowal dowod tego twierdzenia,
ale uogdélnil je na przypadek dowolnej, niekoniecznie
pierwszej, liczby naturalnej £ > 1. Mamy bowiem

a?®) =1 (mod k) ,
gdzie ¢ jest funkcja Eulera. Z definicji ¢(k) jest liczba
liczb catkowitych dodatnich wzglednie pierwszych z k

i mniejszych od k. Powyzsze uogdlnienie znane jest jako
twierdzenie Eulera.

Fermat byl przekonany, ze liczby postaci
22" 11
sa pierwsze dla wszystkich liczb catkowitych

nieujemnych n. Przypuszczenie to zostalo obalone przez
Eulera, ktéry wykazal, ze

22" 41 = 4294967297 = 641 - 6700417 .

Euler udowodnitl wielkie twierdzenie Fermata dla
wykladnika 3, ktére w tym przypadku méwi, ze
réwnanie

23 4 y3 =23
nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich
T, Y,z

Sformutowal tez hipoteze bedaca uogdlnieniem
powyzszego twierdzenia. Przypuszczal, ze dla
dowolnego n > 2 nie mozna przedstawi¢ n-tej potegi
liczby naturalnej w postaci sumy mniej niz n poteg
o wyktadniku n.

Tak wiec wedlug hipotezy Eulera rownanie
xf+ay+.. . Fap =2"

nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich
X1, To, ..., Tk, 2, jezelin >2oraz 2 < k< n—1.
Hipoteza ta okazala si¢ jednak falszywa, ale zostala
obalona dopiero w roku 1967 przyktadem

27° 4 84° + 110° + 133° = 144°
znalezionym przez Landera i Parkina. W 1988 roku
Noam Elkies wykazal, ze hipoteza Eulera jest takze
falszywa dla n = 4. Jednak do tej pory nie zostalta ona
rozstrzygnieta dla zadnej liczby n > 5.

Od Eulera pochodzi réwnosé
158* 4 59% = 134* 4 133*
oraz rozwiazanie parametryczne rownania

diofantycznego x4 + y* = 24 + t*.

Od Eulera pochodzi takze wielomian

2+ +41
dajacy 40 réznych liczb pierwszych dla 40 kolejnych
argumentéw z =0, 1, 2, ...,39. Mimo intensywnego

uzycia komputeréw do dnia dzisiejszego nie znaleziono
wielomianu stopnia 2, ktory dawalby wiecej niz 40
roznych liczb pierwszych dla kolejnych wartosci
argumentu.
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