Euler i liczba e

Liczba e, podstawa logarytméw naturalnych, wystepowala w matematyce na sto

co najmniej lat przed publikacja Eulera [1]. W tej fundamentalnej monografii
(obok wielu innych tematéw) wiele miejsca poswiecit Euler liczbie e i jej licznym
zastosowaniom. Euler wiedzial, ze

Z szacunku dla Eulera w tym artykule
uzywaé bede tak jak on notacji (1)
v/—1. Jako ciekawostke podam,

ze literg 7 oznaczal on ,wielkosé
nieskonczenie duza”, tak wiec pierwsza
z réwnosci (1) wygladata w ksigzce [1]
tak: e = (14 1/4)%.

logarytmom naturalnym (czyli o podstawie e) oraz funkeji wyktadniczej e
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oraz ze (ez) = e”. To witaénie spowodowalo, ze podstawowe znaczenie przypisat

. Zeby

podkresli¢ wage tej liczby, Euler nadat jej specjalna, do dzi$ stosowana nazwe,
wlasnie e. Oczywiscie, dla dowolnego rzeczywistego x mamy
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Stad juz tylko krok do stawnej formuty
(4) eVl = 1.

Innym cenionym obecnie wynikiem Eulera o liczbie e
jest jej niewymiernos¢. Wydaje mi si¢ jednak, ze
Eulera niezbyt ten fakt interesowal; w pierwszym
tomie [1], gdzie jest on udowodniony, nie jest on jasno
sformutowany. To, co Eulera bardzo interesowato, to
przyblizone rozwiazania rownan czy tez efektywne
wyliczanie przyblizen konkretnych liczb, miedzy innymi
liczby e. W tym celu w Rozdziale XVIII [1] przedstawil
teorie ulamkéw tancuchowych i podal oszacowania
bleddw, jakie popelniamy, urywajac utamek tancuchowy
W pewnym miejscu.

Euler zauwazyl, ze naturalny schemat wyliczania
wartosci utamka tancuchowego prowadzi do szeregu
naprzemiennego, oraz odwrotnie — sume szeregu
naprzemiennego mozna przedstawi¢ jako utamek
taficuchowy. Poniewaz z (2) mamy
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wiec stosujac swoja metode Euler otrzymat
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Sam Euler uznal za najwazniejsze utamki tancuchowe
postaci
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gdzie ag, aq, ... to liczby naturalne > 1 Podat on

sposéb rozktadu dowolnej dodatniej liczby wymiernej
na utamek skonczony postaci (6). Dla liczby e
udowodnil w [2] i powtérzyl w [1] rozklad
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Nalezy pamigtac¢, ze Euler nie znal wspolczesnej Scisto$ci analizy matematycznej
i aparatu d—¢, genialnie natomiast operowal formutami. Niezbyt przejmujac sie
istnieniem /—1, wstawil 24/—1 w (2) 1 wyszlo mu

™Vl — cosa + v—1-sinz.

1 -
0+14+...

Niestety pracy [2] nie czytalem, a w [1] Euler wylicza t¢ réwnosé
do szesciu kresek utamkowych z wartosci e podanej z doktadnoscia
do 12 miejsc dziesigtnych. O nieskonczonym rozwinieciu pisze, ze
»uzasadnié¢ je mozna za pomocg rachunku nieskonczonych”.

Podkresli¢ nalezy, ze liczby tutaj wystepujace (poza
pierwsza) tworza nieskonczony postep arytmetyczny.
Jesli uwzglednimy tatwa do udowodnienia jedynosé
rozktadu liczby dodatniej na utamek tancuchowy
postaci (6), od razu zauwazymy, ze liczba e musi by¢
niewymierna.

Standardowy obecnie dowdd niewymiernosci liczby e,
uzywajacy szeregu (1), zostal najprawdopodobnie;
podany przez J. Fouriera, a wiec jest o okolo sto

lat pdzniejszy od naszkicowanego wyzej. Jest on
nastepujacy. Niech e = p/q, gdzie p i ¢ sa liczbami
naturalnymi. Mnozac (1) przez ¢!, otrzymamy
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gdzie jasne jest, ze lewa strona oraz warto$¢ w nawiasie
po prawej sg liczbami naturalnymi. To, co pozostalo po
prawej stronie, jest wiec tez liczba naturalng dodatnia
i mniejsza od
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OtrzymaliSmy wiec jawna sprzeczno$c.
Ponadto polecam ksigzke Eli Maora [3].
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