Euler i kombinatoryka

Nazwisko Eulera wystepuje wielokrotnie w kazdym podreczniku kombinatoryki.
Z ogromnej liczby poruszanych przez niego probleméw przytoczymy
jeden: problem zliczania podzialéw liczby. Podzialem liczby n nazywamy
przedstawienie jej w postaci sumy liczb naturalnych. Na przyklad, liczba 6 ma
11 podzialéw (zauwazmy, ze kolejnosé skladnikéw nie jest istotna):
6, 0+1, 442, 4+14+1,3+3,34+2+1,34+1+1+4+1, 2+2+42,

242+141, 24+1414+1+1, 1+1+1+14+14+1.
Zauwazmy, ze wérod tych 11 podziatéw istnieja cztery podzialy na liczby
nieparzyste:

5+1,3+3,3+1+1+1, 1+1+1+14+1+1
i cztery podzialy na liczby niepowtarzajace sie:
6, 5+1,4+2, 3+2+1.

Euler zauwazyl, ze nie jest to przypadek. Okazuje sie, ze dla kazdej liczby
naturalnej liczba podzialéw na sktadniki nieparzyste jest rowna liczbie

podzialéw na sktadniki parami rézne (niepowtarzajace sie). W dowodzie Euler
skorzystal z nieskoniczonych sum i iloczynéw. Zauwazyt, ze jesli iloczyn
Q=>0+2)1+2)A 4+ + 21 +2°)(1+2% ...
zostanie przedstawiony w postaci szeregu
Q=1+z+2>+22>+22* + 325 +42% + 52" + ...,

to wspdlezynnik stojacy przy = jest wlasnie liczba podzialéw n na skladniki
parami rézne. Po chwili zastanowienia mozemy bowiem dostrzec, ze np. z°
powstaje na cztery sposoby: iloczyn samych jedynek i 2 z széstego czynnika;
iloczyn jedynek z wyjatkiem z z pierwszego czynnika i 2° z piatego; iloczyn
jedynek, z? z drugiego czynnika i z*
z pierwszego czynnika, 22 z drugiego i 23 z trzeciego. Nastepnie Euler wzigt
drugi iloczyn:

mv— 1 1 1

5, : R= : : .

: : 1—2 1—23% 1—2ab

z czwartego; wreszcie iloczyn jedynek, x

i, korzystajac ze wzoru

=l4+a+ad®+d®+a*+ad°+...,

g 1—a
o . przedstawil go w postaci
R=QQ+z+22+.. )0+ +2°+..)Q+25 +204..)- ...

: Zauwazmy, ze mamy tu do czynienia z nieskonczonym iloczynem szeregdw
e s nieskoniczonych. Ten ostatni iloczyn Euler przepisal w postaci:

R=(QQ+z+2a + )0+ +25 + . ) +25+ 25T+ ) ...
Po ,wymnozeniu” i redukcji wyrazéw podobnych otrzymat
R=1+x+2%+22%+22% +32° + 425 + 52" + ...,

czyli ten sam szereg, co w przypadku Q). To oczywiscie wymagato dowodu.
Najpierw jednak zastanéwmy sie, tak jak w przypadku @, skad wziely sie
wspotezynniki przy kolejnych potegach x. Rozumujac podobnie jak poprzednio,
przekonamy sie, ze potegi x powstaja przez mnozenie jedynek i poteg

o wykladnikach nieparzystych. Stad wynika, ze wspélczynnik przy z™ jest réwny
liczbie podziatéw n na sktadniki nieparzyste. Teraz do dokonczenia dowodu
wystarczylo udowodnié réwnoéé¢ Q = R. Euler zdefiniowal trzeci iloczyn

P=(1-2)(1-2)1-231—-21 —2°)(1—2°%-...

i zauwazyl, ze

PQ=(1-2*)1-2"1—-2%(@1 -2 ...
Poniewaz wszystkie czynniki iloczynu PQ wystepuja w iloczynie P, wiec
1 P 1
czyli @ = R.
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Wykorzystana w dowodzie metoda tzw. funkcji tworzacych odegrala
w nastepnych wiekach ogromng role w kombinatoryce.

Czytelnikowi wladajacemu funkcjami tworzacymi wyrazonymi w postaci
nieskonczonych sum, iloczyndéw i iloczynéw sum nieskonczonych z biegloécia
mniejsza niz Euler, nalezy sie na zakonczenie chociaz szkic dowodu
elementarnego. Ot6z kazdemu podzialowi liczby n na liczby nieparzyste

przyporzadkujemy podzial na liczby parami rézne. Przypusémy, ze liczba kq
wystepuje w tym podziale [; razy. Liczbe [y zapiszemy w postaci sumy poteg
dwdjki (czyli w systemie dwdjkowym): I3 = 2Pt 4 2P2 4 .. .. Nastepnie zamiast
l1 sktadnikow k; zapiszemy skladniki kq - 2P Ky - 2P2,. ... W podobny sposéb
potraktujemy pozostate sktadniki nieparzyste podziatu liczby n. Popatrzmy
na przyktad:
69=7+7+74+54+54+5+5+5+5+3+3+3+3+3+1+1+1.
Ten podzial zapisujemy w postaci
69=7-34+5-6+3-5+1-3=
=7-(2"+29+502°+2Y) +3- (22 +2°) +1- (2" +2°) =
=7-2+7-145-445-24+3-44+3-1+1-24+1-1=
=144+74+20+104+124+34+24+1=
=204+14+124+10+7+3+2+1.
Nietrudno udowodnié, ze w ten sposéb otrzymujemy wszystkie podziaty
na liczby parami rézne oraz ré6znym podzialom na liczby nieparzyste
odpowiadaja rézne podzialy na liczby niepowtarzajace sic. Wynika to stad,
ze kazda liczbe naturalng m > 1 mozna w jednoznaczny sposéb przedstawié

w postaci m = 2P - ¢, gdzie liczba q jest nieparzysta. Szczegdly dowodu
pozostawimy Czytelnikowi.
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Euler i nieporzadek

Nieporzadek to takie ustawienie (permutacja) liczb od 1 do n, w ktérym zadna
liczba nie stoi na wladciwym miejscu (tzn. jedynka nie stoi na pierwszym
miejscu, dwéjka na drugim, tréjka na trzecim itd.). Na przyklad, permutacja
34152 jest nieporzadkiem liczb od 1 do 5, a permutacja 51243 nie jest
nieporzadkiem (czwoérka stoi na czwartym miejscu). Euler znalazt wzér
rekurencyjny, z ktérego mozna tatwo obliczy¢ liczby nieporzadkow dla

kolejnych n. Oznaczmy liczbe nieporzadkéw liczb od 1 do n symbolem D,,. Euler
udowodnit, ze wtedy

D=0, Dy=1, D,=(n-1)-(Dp—1+Dy—2) dlan>3.
Stad mozemy latwo obliczy¢, ze np.
D3y=2, Dy=9, Ds=44, Dg=265 ..., Dis=176214841.
Z tego wzoru rekurencyjnego Fuler wyprowadzil inny, prostszy wzoér:
D=0, D,=n-D,1+(-1)" dan>2.

Wreszcie wyprowadzil wzér ogdlny:
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Rozwigzanie zadania F 698.
Cisnienie zewnetrzne bedzie réwne ci$nieniu stupa cieczy, wyrazajacym sie przez jej Srednia gesto$c:
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