Ciag Eulera—Jaczewskiego

Czym zastuzyl si¢ Leonhard Euler w algebrze? Wieloma
odkryciami, ale przede wszystkim napisaniem dzieta
Vollstindige Anleitung zur Algebra wydanego przez
Petersburska Akademi¢ Nauk w 1770 r. Uwaza sie,

ze jest to druga, po FElementach Euklidesa, ksigzka
matematyczna o najwickszej liczbie wydrukowanych
egzemplarzy.

Ksigzka byta pisana, gdy nie zostaly jeszcze odkryte
grupy, pierscienie, idealy, ciata, przestrzenie liniowe,
topologia i geometria algebraiczna, algebry uniwersalne,
algebry Boole’a — slowem, kiedy algebra nie zawojowala
jeszcze naszego Swiata matematycznego, a matematyka
nie byla wcale algebraicznym mocarstwem.

Euler podaje zadania i je rozwiazuje. To ciekawy
sposob nauczania. Ujmuje to skomplikowanie brzmiaca
maksyma: Tego, czego powinnismy sie nauczyé, by cos
robi¢, uczymy sie, robigce to wlasnie.

Niektére z tych zadan zakwalifikowalibysmy dzi$

do matematyki rekreacyjnej, inne sg zadaniami
tekstowymi, dobrymi i dla dzisiejszej szkolty. Wiele

z nich Euler przepisal z pierwszej niemieckiej ksiazki
o algebrze (1553). Oto przyklady.

Trzech kupcéw nabylo na spotke dom za 100 talaréw
reniskich. Gdyby pierwszy z nich pozyczyt od

drugiego polowe jego pieniedzy, to mégltby dom kupié
samodzielnie. Gdyby drugi kupiec pozyczyt od trzeciego
jedna trzecia jego pieniedzy, takze mégtby kupi¢ dom
samodzielnie. To samo moégtby zrobié¢ trzeci kupiec,
pozyczywszy od pierwszego ¢wieré jego pieniedzy. Ile
pieniedzy mial kazdy z nich?

Pewien bogaty szlachcic podzielit w testamencie sztuki
zlota miedzy swoje dzieci w nastepujacy sposéb. Dziecko
o numerze i otrzymalo a - @ sztabek, plus n-ta czesé
pozostalej liczby sztuk zlota. Okazalo sie, ze wszystkie
dzieci otrzymaly po réwno — tyle samo zlota. Ile bylo
dzieci i ile sztuk zlota mial szlachcic? Uwaga: n nie jest
liczba dzieci, tylko pewna liczba naturalna.

Zadanie to jest stare, rozwiazywal je juz Cardano.
Rozwiazan jest wiele. Czytelnik z XXI wieku bedzie
mial wiele uciechy, szukajac kolejnych.

Ale nie tylko takie ciekawostki wypelniaja
Wprowadzenie do Algebry. Wiele miejsca po$wieca Euler
réwnaniu y? = a + bx + cx? + dz3 i jego rozwigzaniom
wymiernym. W jezyku dzisiejszej geometrii algebraicznej
powiedzieliby$my, ze bada krzywe eliptyczne i punkty
wymierne na nich — to klasyczne zagadnienie odegrato
zasadnicza role w dowodzie Wilesa Wielkiego
Twierdzenia Fermata. A slynne juz wtedy zadanie
Fermata Euler probuje rozwiazac¢ i oczywiscie nie

osiaga celu. Uzasadnia nawet, jak moze, ,dlaczego”
rozwiazaé sie nie daje. Przy koncu ksigzki pisze mniej
wiecej tak, proroczo: ,widocznie do tego réwnania
potrzebne sa specjalne metody, ktore nie zostaly jeszcze
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wynalezione. Dla réwnania 23 4+ ¢ = 23 udato mi sie
znalezé metode” .

Owa metoda to idea ,nieskonczonego zejscia”,

znana wlasgciwie juz Fermatowi. Zaktadamy, ze
rozwigzanie istnieje i wykazujemy, ze musi istnie¢
nastepne, z mniejszymi liczbami. I tak dalej,. .., ale
nieskoficzonego ciagu malejacych liczb naturalnych nie
ma. Jezeli konstruujemy taki cigg, to...musi gdzies
tkwi¢ falsz. Euler ttumaczy to dos¢ dtugo i zawile —
widocznie metoda byla zbyt Swieza.

Wspomnijmy tu chyba jedyny polski akcent, zwigzany
z Eulerem: cigg Fulera—Jaczewskiego.

Wielomian jednorodny f kilku zmiennych jest
proporcjonalny do sumy swoich pochodnych
czastkowych mnozonych przez zmienne. Na przyktad
dla f(z,y, 2) = 2%yz + xy%2 + zy2? mamy

0 0 0
z—f + y—f + z—f =x- (2wyz + y?z + y2°)+
or dy 0z
+y - (222 + 2wyz + x2%)+
+ 2z - (2%y + 2y® + 2wy2) =

=4 (2Pyz + 2y’z + xy2?) = 4f.
Ta nietrudna zalezno$é nosi nazwe tozsamosci Eulera.
Przeskoczmy 250 lat. We wspolczesnej geometrii
algebraicznej ciagiem Eulera nazywa sie taki oto
doktadny ciag wiazek wektorowych na przestrzeni
n

rzutowej wymiarun: 0 —» O - @ O(1) = T — 0.
i=1

Pierwsza z wiazek, O, to wiazka trywialna,

potem nastepuje suma prosta wiazek liniowych

odpowiadajacych hiperplaszczyznom, wreszcie T to
n

wiazka styczna. Odwzorowanie @ O(1) — T jest
i=1

generowane przez rézniczkowania -2

3.7 Zas zanurzenie
i

O — @ O(1) jest opisane lokalnie jako
i=1
of
f=2 mig,

a ta ostatnia funkcja jest proporcjonalna do f na mocy
wlasnie relacji Eulera.

Czy wyjasnitem, o co chodzi? Oczywidcie, ze. . .nie
wszystkim. I nie bede sie staral.

Moéj byty student, a potem kolega z pracy, mtodo
zmarly Krzysztof Jaczewski (1955-1994), wykazal,
(znéw nie bede tlumaczyd!), ze istnienie uogélnionego
ciagu Eulera charakteryzuje rozmaitosci toryczne,
teoria ktérych interesujaco laczy zaawansowana
geometrie algebraiczng z prosta geometria wieloscianow.
Jeszcze dziesiec lat temu byly to szalenie modne
zagadnienia. A wspomniany ogdélniejszy cigg nazywa
sie dzi§ w literaturze matematycznej ciagiem
Eulera—Jaczewskiego. I taki to jest ,polski akcent”
zwiazany z Leonhardem Eulerem; moze wybaczymy
temu wybitnemu uczonemu, ze przyjal goscinny chleb
na dworze carycy Katarzyny, sprawczyni rozbioréw
Polski.
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