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Rys. 1. a) tromino proste, b) L-tromino.

Rys. Al

Maia deld

Wakacyjne tamigltéowki

Do wakacyjnych rekreacji mozna dotaczyé rozwiazywanie tamigtowek.
Tutaj proponujemy dwie: A i B. Kazda z nich ma dwie czesci. Pierwsze
czesci, polegajace na znalezieniu jakiegos konkretnego rozwiazania,

sg tatwiejsze i mozna je zaproponowaé nawet nieufnie do matematyki
nastawionym znajomym. Drugie czesci natomiast, choé¢ wydaja sie tylko
drobng modyfikacja czesci pierwszych, wymagaja uzycia matematycznych
narzedzi. Moze to dobra okazja, by porozmawia¢ o matematyce

z osobami, ktére nie sg jej zbyt przychylne?

Tromino to figura powstala przez sklejenie trzech kwadratéw
jednostkowych wzdtuz pewnych bokow. Jak tatwo sie¢ zorientowad, sa
dwa rodzaje tromin (rys. 1). Tromina to bliscy krewni znanego domina,
tetramina (w Tetris gral chyba kazdy) i pentamina, czyli figur sklejonych
odpowiednio z dwdch, czterech i pieciu kwadratéow. Pojedynczy kwadrat
to monomino. 21 plytek tromina i jedno monomino sktadaja sie razem

z 64 kwadratéw. Mozna wiec pomyéle¢ o zakryciu nimi szachownicy 8 x 8.
O tym mowi

Famigtowka A. Czesé I: Na dowolnie obranym polu szachownicy lezy
monomino. Jak przykry¢ pozostate pola L-trominami? Czy zawsze da sie
to zrobic¢?

Czes¢ II: A czy mozna zrobié¢ to samo za pomoca tromin prostych?
Gdzie musi leze¢ monomino, by to sie udato?

A teraz zupelnie inna
Lamigtowka B. Czes$é I Jak wpisa¢ w ponizszy diagram

stowa BAT, BUS, CEP, LAN, LYK, NOC, PUK, RYM, SER, TOM w ten
sposob, by na kazdych dwéch sasiednich polach znalazly sie stowa majace
doktadnie jedng litere wspélng?

Czesé II: A czy da sie to zrobié, gdy stowa BAT i BUS zamienimy

na BUT i BAS?

Rozwiazania sa na sasiedniej stronie, ale moze lepiej sprébowaé najpierw
samemu? Wskazoéwkami sg ponizsze rysunki.

Rys. AIL
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Rozwigzania.
Al. Zamiast skupiaé sie na przypadku szachownicy 8 x 8 rozpatrzmy /N ;

szachownice o boku 2". Wykazemy (przez indukcje), ze dla dowolnego
potozenia monomina da si¢ ja pokryé¢ L-trominami. Dla n = 2 jest to
oczywiste. Zalézmy teraz, ze umiemy to wykonaé dla ustalonego n

— sprawdzimy, ze wtedy da sie to wykonaé dla szachownicy o boku

27+ Polézmy na niej monomino, a potem podzielmy ja na cztery
szachownice o dwa razy krotszym boku. Nastepnie polézmy jedna ptytke
L-tromina tak, aby zakrywata po jednym polu kazdej z trzech szachownic,
na ktérych monomino nie lezy. Otrzymujemy zatem 4 szachownice o boku
2", a na kazdej z nich zakryte jest doktadnie jedno pole. Z zaltozenia
indukcyjnego mozemy wiec zakry¢ je L-trominami. Takim sposobem
ulozone sa np. plytki na rysunku Al

All. Gdy szachownice pokolorujemy tak, jak na rysunku AIl, zauwazymy,
iz jakkolwiek potozymy na niej tromino proste, zawsze bedzie ono
zakrywalo po jednym polu kazdego koloru. Pél czarnych i kolorowych jest
na szachownicy po 21, biatych zas 22. Monomino musimy wiec potozy¢
na bialym polu. Jest to warunek konieczny, ale jednak niewystarczajacy.
Jezeli udatoby sie nam zakry¢ reszte szachownicy prostymi trominami, to
po obréceniu uktadanki o 90° wokét srodka szachownicy otrzymaliby$my
kolejne rozwiazanie, przy ktérym monomino znéw lezaloby na bialym
polu. Jedyne biale pola, ktére przy takim obrocie przechodza na biate
pola, to ¢3, c6, 3, f6. Jesli potozymy monomino na ktéryms z nich, tatwo
znajdziemy rozwiazanie.

B. Wierzchotki w grafach z rysunkéw BI i BII sg polaczone krawedzia,
gdy stowa je reprezentujace majg wspdélng litere. Zadanie sprowadza sie
do znalezienia w tych grafach $ciezek przechodzacych dokladnie raz przez
wszystkie wierzcholki i wracajacych do punktu wyjscia (takie Sciezki
nazywamy cyklami Hamiltona). Gdy znajdziemy taka $ciezke, bedziemy
mogli wypelni¢ diagram, wpisujac po kolei kolejno spotykane na niej
stowa. Kazdy tatwo znajdzie cykl Hamiltona w grafie BI. Natomiast

w drugim, zwanym grafem Petersena, cyklu Hamiltona na prézno szukaé.
Trzeba jednak dowiesé, ze znalezienie go jest niemozliwe.

Przypuéémy wiec, ze w grafie Petersena znalezliSmy cykl Hamiltona.
Krawedzie wyznaczajace ten cykl pokolorujmy na przemian dwoma
kolorami (np. czerwonym i zielonym), a pozostale krawedzie trzecim

(np. niebieskim). W kazdym wierzchotku bylyby zatem dwie kolejne
krawedzie cyklu Hamiltona i trzecia, do niego nienalezaca. Bylyby

to wiec krawedzie w trzech réznych kolorach. Poniewaz krawedzi

na obwodzie jest 5, a koloréw tylko trzy, wiec co najmniej dwie z nich
musialyby by¢ tego samego koloru. Nie moglyby to jednak by¢ krawedzie
kolejne, bo krawedzie majace wspolny koniec sa w réznych kolorach.

Bez naruszania wigc ogdlnosci mozemy dla ustalenia uwagi przyjacé

(ze wzgledu na symetrie grafu i dowolnosé wyboru koloréw), ze krawedzie

TOM-BUT i BAS-SER sa czerwone, a krawedz BUT-BAS jest zielona.

Wtedy krawedzie BUT-PUK i BAS-1.AN musza by¢ niebieskie. Poniewaz 4%_
jedna z krawedzi RYM—TOM i RYM-SER jest zielona, a druga niebieska,

wiec krawedz RYM-LYK musiataby byé czerwona. Ale to niemozliwe,

bo wtedy krawedzie LYK—PUK i LYK-L.AN obie musialyby by¢ zielone

i w wierzchotku LYK krawedzie bylyby tylko dwéch kolorow. Zatem nasze
przypuszczenie, ze w grafie Petersena mozna znalez¢ cykl Hamiltona,
okazalto si¢ falszywe.



