Brachistochrona — numerycznie Jerzy GINTER*
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Rys. 1. Ile czasu potrzebuje koralik, aby
z punktu A dostaé si¢ do punktu B?

Metode wariacyjng stosuje si¢ bardzo
czesto w mechanice kwantowej. Uzywa
si¢ przy tym funkcji prébnych nie

z jednym, ale z wieloma — nieraz kilkuset
— parametrami wariacyjnymi.
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Rys. 2. Prostokatny ksztalt toru.
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Rozwazmy koralik, ktéry moze bez tarcia §lizgac¢ sie¢ po drucie. Niech drut ten
taczy dwa punkty A i B, znajdujace si¢ na tej samej wysokosci i odlegte o [
(rys. 1). Koralik puszczamy bez zadnej predkosci poczatkowej w punkcie A. Jak
bedzie sie on poruszal pod wplywem przyciagania ziemskiego?

Gdyby drut byl prosty, koralik nie zaczalby sie w ogdle poruszac. Jezeli
jednak drut bedzie wygiety, jak na rysunku 1, koralik puszczony w punkcie A
najpierw zacznie sie zsuwac¢ ruchem przyspieszonym, w najnizszym polozeniu
jego predko$é osiagnie najwieksza wartosé, a potem hamujac podpelznie on
do punktu B. Czas t tego ruchu zalezy oczywiscie od ksztaltu drutu. Mozemy
wiec zapytac:

1. Ile wynosi czas t dla okreslonego ksztaltu drutu?
2. Jaki powinien by¢ ksztalt drutu, aby warto$¢ ¢ byta najmniejsza?

Krzywa, po ktérej ruch bedzie trwal najkrocej, nazywamy brachistochrong
(od greckiego brachistos — najkrétszy, chronos — czas). Problem — w nieco innej
formie — postawil juz Galileusz. Podniést go w konicu XVII wieku Johann
Bernoulli, a rozwiazania podali, miedzy innymi, Leibniz, Newton i de I’Hospital.

Metoda wariacyjna

Tutaj zastanowimy sie, co na temat naszego problemu mozna powiedzie¢ bez
znajomosci rachunku rézniczkowego, a postugujac sie jedynie komputerowymi
obliczeniami numerycznymi. Zastosujemy przy tym sposob dziatania zwany
metoda wariacyjng. Bedziemy dowolnie proponowaé funkcje ,,prébne”,
opisujace ksztalt toru (np. prostokatny, paraboliczny, eliptyczny), i sprawdzad,
jaki odpowiada im czas przebiegu t. Postaramy sie przy tym dzialaé
selastycznie” i dopuscimy — w ramach okreslonego ksztaltu — mozliwoéé zmiany
»glebokosci” toru h. Za kazdym razem bedziemy starali sie — dla wybranego
typu toru — dobraé tak h, aby odpowiadalo ono najkrétszemu czasowi t. Uczenie
nasza wielko$¢ h nazywa sie parametrem wariacyjnym.

Ksztalt toru 1

Rozwazmy na poczatek przyktad bardzo prosty: drut o ksztalcie prawie
prostokatnym (rys. 2). Przyjmiemy, ze zalamania drutu nie sg ostre, lecz
tagodne, tak ze koralik moze na nich swobodnie zakreca¢. Widaé, ze:

1. Na odcinku AC, ktéry ma dhugosé h, koralik spada swobodnie
z przyspieszeniem ziemskim g. Czas tego spadku t; obliczymy ze wzoru
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W czasie tego spadku koralik osiagnie predko$¢ v o wartosci
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2. Odcinek C'D o dtugosci | koralik przebiegnie ruchem jednostajnym
z predkoécia o wartoéci v w czasie to rOwnym
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3. Na odcinku DB koralik bedzie si¢ wspinal przez czas réwny t;.

Laczny czas ruchu jest wiec rowny
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(5) t(h)=2t1+t2=2\/;+ﬁ=—g(2\/ﬁ+\/—2_h).



We wzorze (5) zalezno$é od przyspieszenia
grawitacyjnego ma posta¢ wystepujacego przed

nawiasem czynnika 1/,/g. Czlony w nawiasie zaleza

> tylko od geometrii.
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Dalej zatozymy dla uproszczenia, ze g = 1. Do warunkéw
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ziemskich mozna przej$¢, mnozac uzyskane wyniki przez
realny czynnik 1/,/g.
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Zaleznosé t(h) dla g =111 = 1 przedstawia rysunek 3.
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Rys. 3. Zalezno$¢ czasu t od gltebokosci h dla toru prostokatnego.
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Rys. 4. Dla krzywej rosngcej réznica At
jest dodatnia.

07 08 09 1 Widaé, ze ma ona minimum dla wartosci A okoto 0,25.
Doktadniej mozna wyznaczy¢ polozenie minimum

na drodze nastepujacego rozumowania (rys. 4).
Rozwazmy otoczenie punktu o okreslonej wspdlrzednej h i wezmy pod uwage
réznice

(6) At =t(h+96) —t(h —9),

gdzie ¢ jest malg liczbg dodatnia.

1. Jezeli funkcja t(h) w tym miejscu rosunie, to réznica ta jest dodatnia.

2. Jezeli funkcja t(h) w tym miejscu maleje, to réznica ta jest ujemna.

3. Gdyby h odpowiadalo minimum, to réznica (6) powinna by¢ bliska zeru.

Zwykle wygodniej rozwazaé nie réznice (6), lecz wielkosé
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Okresla ona w przyblizeniu tangens kata, ktéry tworzy

0
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z poziomem styczna do krzywej w punkcie i (czyli
pochodng funkcji t(h) w punkcie h). Wykres zaleznosci
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(7) od h dla funkcji (5) w okolicy minimum ¢(h)
przedstawia rysunek 5. Wartoséci h wybrane zostaly
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na siatce o kroku 0,01; wartos¢ § = 0,001. Widaé, ze —
z dokladnos$cig obliczenn — minimum wypada w punkcie
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Rys. 5. Wyznaczanie potozenia minimum.
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Rys. 6. Obliczanie dlugosci odcinka
Alp—1,n.

0,26 0,27 0,28 h = 0,25 (co mozna tez wykazaé za pomoca rachunku
rézniczkowego). Odpowiada to czasowi ¢ réwnemu
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—i+—:2\/§z2,828.
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Ksztalt toru 2

Rozwazmy teraz przyklad bardziej skomplikowany. Zalézmy nadal, ze [ = 1.
Przypus$émy, ze ksztalt drutu opisany jest parabola o glebokosci w minimum
réwnej h (por. rys. 8), czyli funkcja prébna

9) y(x) = —h-4z(1l — x).

Czas t zalezy od parametru wariacyjnego h. Na przyklad dla h — 0 parabola
przechodzi w prosta pozioma, a wiec czas dazy do nieskonczonosci. Postaramy
sie numerycznie wyznaczy¢ zalezno$é t(h) dla naszego przypadku. Wybierzmy
najpierw na osi z siatke o kroku réwnym Axz. Rozwazmy czas At,_1, n,

w ktérym koralik przebywa wycinek drutu o dlugodci Al,,_1 ,, zawarty pomiedzy
ZTp—1 & Tp. Czas ten obliczymy, dzielac dlugosé Al,_1 , przez srednig warto$é
predkosci na tym odcinku vy, 1, 5.

1. Z twierdzenia Pitagorasa (rys. 6) mamy

Alnfl,n = \/(zn - -Tnfl)2 + (yn - ynfl)2 =

(10) = \/Ax2 + Yn = Yn-1) =
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2. Predko$é v, dla wspolrzednej x,, obliczymy, korzystajac z prawa zachowania

energii:
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3. Mozemy juz obliczy¢é At,_1 p:
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Calkowity czas t jest suma wszystkich czaséw czastkowych At,,_; ,. Widad,

ze czynnik 1/,/g przy tym sumowaniu bedzie mozna wyciagna¢ przed nawias

— podobnie, jak dla ksztaltu toru 1. W dalszym ciagu przeprowadzimy wiec
obliczenia dla g = 1. Zauwazmy ponadto, ze ze wzgledu na symetri¢ zagadnienia
wystarczy obliczy¢ czas opadania, czyli dla zakresu 0 < x < 0,5, a wynik

pomnozy¢ przez 2.
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Rys. 7. Zalezno$¢ czasu t od glebokoéci h dla toru parabolicznego.
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Rys. 8. Tory odpowiadajace najkrétszym czasom t: paraboliczny
(czarny) i eliptyczny (barwny). Cienka czarna linia przedstawia
odwrécong cykloide.

Uwaga formalna

Zauwazmy, ze z punktu widzenia formalnego mieliSmy w naszym
problemie do czynienia z odwzorowaniem dwéch (nieskoriczonych)
zbioréw: pierwszy ze zbioréw zawieral funkcje y(z) okreslajace
ksztalt toru, drugi zbiér zawieral liczby t okreslajace czas ruchu.
Tego typu twér nazywamy funkcjonatem F'

t = F(y(z)).
Jest to uogdlnienie pojecia ,zwyklej” funkcji, ktéra liczbom x

przyporzadkowuje liczby y.

Moéwiac uczenie — starali$émy sie¢ znalezé taka funkcje y(x), ktéra
minimalizuje funkcjonal F'.

Wyniki numerycznych obliczen t(h) dla funkcji danej
wzorem (9) i wybranego zakresu h przedstawia
rysunek 7. Przyjeta zostala wartosé Az = 0,01.
Minimum funkeji t(h) przypada dla h = 0,382.
Odpowiada to wartosci czasu t = 2,595. Jest to wartosé
istotnie mniejsza niz w przyktadzie poprzednim.
Rysunek 8 przedstawia parabole o wartosci h
odpowiadajacej najkrétszemu czasowi ruchu (gruba
krzywa czarna).

Szczegdly obliczen przedstawione sa w Fxcelowym
programie Brachistochrona, znajdujacym sie na stronie
internetowej Delty.

Ksztalt toru 3

Rozwazmy przyklad nastepny. Zalézmy nadal, ze

[ = 1. Przypu$émy, ze drut ma ksztalt potowy elipsy

o glebokoéci w minimum réwnej h, ktéra jest opisana
funkcja

(14) y(x) = —h- (dz(1 - 2))*.

Zastosujemy algorytm identyczny, jak w przykladzie 2.
Minimum funkcji ¢(h) przypada teraz dla h ~ 0,307.
Odpowiada to wartosci czasu t ~ 2,517. Jest to wartoéé
mniejsza niz w obu przyktadach poprzednich. Rysunek 8
przedstawia elipse o wartosci h, odpowiadajacej
najkrétszemu czasowi ruchu (krzywa barwna).

Co nam wyszlo?

W obliczeniach numerycznych otrzymaliSmy trzy rézne
minimalne czasy ruchu koralika, przy czym najkrotszy
czas otrzymalismy dla toru eliptycznego. Zatem ten

tor najlepiej przyblizal brachistochrone, ktéra (patrz
nastepny artykul) jest odwrécona cykloida, co daje czas
ruchu koralika ¢, = V21 ~ 2,5066. Nasze przyblizenia
odbiegaly zatem od rzeczywistej wartosci odpowiednio
0 13%, 4% i 0,4%!

Zadanie domowe: Zastosowaé algorytm z przyktadu 2
do funkcji probnej

y(z) = —h - (4z(1 — z))3.



