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Brachistochrona — analitycznie
Marek KORDOS

Bedziemy rozpatrywali zagadnienie brachistochrony nieco bardziej ogdlnie:
poszukiwany bedzie tor, po ktérym (bez tarcia) pod wplywem grawitacji stoczy
sie kulka z punktu A do punktu B lezacego ponizej lub na tym samym poziomie
w najkrotszym czasie.

Samochodziki na torze. Na wykladzie z fizyki doswiadczalnej na pierwszym
roku studiow ogladalem wyscigi samochodzikow na torach, ktérych profile
przedstawia rysunek 1. Sa one tej samej dlugoéci, mimo to samochodzik jadacy
po lewym torze stale wyprzedzal samochodzik na torze prawym. Wyjasnienie
byto jasne. Na gérnym odcinku toréw samochodziki rozpedzaja sie tak samo.
Na nieréwnosci samochodzik lewy najpierw przyspiesza szybciej, a potem
wolniej, tymczasem prawy przeciwnie — najpierw wolniej, potem szybciej.

W wyniku tego na koficu wybojéw oba zndéw maja te sama predkosé, ale srednia
predkosé lewego samochodzika na jego wyboju jest wieksza od Sredniej predkosci
prawego samochodzika, ktéry wobec tego z wyboju wyjezdza pozniej. A dalej
jada juz tak samo, co daje zwyciestwo lewemu.

Stad wnosimy, ze brachistochrona bedzie miata ksztalt tego typu, co lewy
wybéj.

Zalamanie swiatla. Gdy matematycy zyjacy na przetomie XVII i XVIII wieku
zabierali sie do rozwigzywania problemu brachistochrony, mieli do dyspozycji
jedno zjawisko, w ktérym zakladano, ze odbywa sie ono na drodze najkrétszego
czasu. Byl to przebieg $wiatta. Powszechnie przyjmowano zasade Fermata, ktéra
glosi, ze $wiatto biegnie od punktu do punktu po linii pozwalajacej przeby¢ te
droge w najkrotszym czasie.

Wobec tego przebieg $wiatla i zagadnienie brachistochrony sa w pewnym
sensie analogiczne. Réznica polega na tym, ze predkosé $wiatla zalezy od
oérodka, w ktorym swiatto sie porusza, a predkos¢ staczajacej sie kulki bierze
sie z grawitacji.

Prawo Snelliusa. Z punktu P, znajdujacego sie na wysoko$ci 1 nad granica
dwu przezroczystych osrodkéw, do punktu @, znajdujacego sie na glebokosci 1
pod ta granica, wysylamy promien $wiatla (rys. 2). Poszukujemy jego przebiegu.
Predko$é swiatta w pierwszym oérodku to v, w drugim w. Zadanie to rozwigzuje
sie doktadnie tak, jak typowe zadanie szkolne na ekstremum funkcji. Czas
przebiegu to droga podzielona przez predko$é¢ — liczymy ja w kazdym o$rodku
oddzielnie (jest to latwe, bo w jednorodnym osrodku $wiatto biegnie po prostej)
i dodajemy

1 1

- |v| cos a + |w| cos B

Zgodnie z regulami rachunku wariacyjnego (lacinskie vario — zmieniaé, variatio —
rozmaitos$é, zmienno$é), traktujemy katy a i 8 jako funkcje jakiego$ parametru:
a(u) 1 B(u). Nie sa one niezalezne: z rysunku mamy
(1) tga(u) = a—tgB(u).
Pamietajac, ze to funkcje, bedziemy dalej opuszczali argument u.
Ale zrézniczkujemy (1) wzgledem niego:
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Obliczamy teraz pochodna t (to przeciez tez funkcja u) i podstawiamy (2).

y o sin a N 3 sin 3 o (sina sinﬁ)
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Jak wida¢, minimalny czas bedzie osiagniety, gdy
sina  sinf

ol fwl
bo tylko tam pochodna jest réwna zeru. Otrzymalismy prawo Snelliusa.
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Mozna, oczywiscie, zamiast catkowad,
sprawdzié, ze

Obliczenia. Wyobrazmy sobie, ze przestrzen zostata podzielona na poziome
warstwy, przez ktére punkt materialny (no, bo tak trzeba mysleé o naszej
idealnej kulce) poruszalby sie zgodnie z prawem Snelliusa, stopniowo nabierajac
predkosci, a wiec i zmieniajac kierunek ruchu (rys. 3). Caly czas, zgodnie z tym
prawem, bedzie

sin o;
= const.

|vil
Od tego dyskretnego przypadku przejdzmy do opisu ciaglego. Bedziemy zatem
poszukiwaé krzywej, dla ktérej w kazdym punkcie spelniony bedzie warunek
sin «
—— = const.
|v]
Zgodnie z zaleznoécia miedzy energia potencjalna i kinetyczna (rys. 4) mamy

mu?
- = mgh, czyli |v] =+/2gh.
Zatem
sin «v ¢ i sin? o ¢
——— =const, czyli ——— = const.
2gh(a) h(e)

Te ostatnia stala wygodnie bedzie oznaczaé 1/(2r).
Mamy wiec
h(a) = 2rsin® a = 7(1 — cos 2a).
Z definicji pochodnej mamy dz/dh = tg «, zatem
dz

— =tga-— =tga-2r-2sinacosa = 4rsin® a = 2r(1 — cos 2a).
da do

Stad otrzymujemy (przez catkowanie, co do niedawna umial wykonaé uczen
klasy matematyczno-fizycznej liceum), ze

1
x = 27’(04 - 5811120&) +C =r(2a —sin2a) + C.

Jest naturalne przyjecie, ze C' = 0, bo niewatpliwie najlepszy start to start

OtrzymalisSmy zatem krzywa, opisana przez warunki (zamiast 2« napisaliSémy ¢)
(x, h) =r(p —sinp, 1 —cosyp).

Cykloida. Jest to tor dowolnego punktu kola toczacego sie bez poslizgu po
prostej. Sprawdzmy wiec, czy przypadkiem nie jest to wlasnie krzywa, ktora
uzyskaliSmy (rys. 5 — uwaga, tym razem o$ h jest skierowana do gory!).

Poniewaz toczenie odbywa sie bez poslizgu, wiec
MN = rp, bo taka jest dlugosé tuku N P. Mamy tez
PQ =rsin(r —¢) =rsing

0Q = rcos(m — ) = —rcos .
Zatem rzeczywiscie cykloida spetnia warunek
(x, h) = (MN — PQ, NO + 0Q) =

> =r(p —sinp, 1 —cosyp).

No dobrze, ale jak wybraé, ktora to cykloida? Po prostu
rysujemy cykloidy odpowiadajace réznym wartosciom r
i zaczynajace sie w A. Poszukiwang brachistochrona jest
ta, ktéra trafia w B (rys. 6).

Zadanie domowe. Obliczy¢ czas trwania ruchu po
calej cykloidzie pod wplywem grawitacji — wskazéwki
w poprzednim artykule i w Delcie 2/2006, str. 2.

Cykloida nie jest krzywa algebraiczng, to znaczy nie mozna jej opisac
za pomocg wielomianéw. Ma dlugos$é 8r (Huygens) i ogranicza, wraz

(a — % sin2a)’ = (1 — cos2a).
pionowy.
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z prosta, pole 3712 (Roberval).



