Kontra d’Alemberta na twierdzenie Dooba Rafat SZTENCEL

Miesigc temu opowiadaliSmy o martyngalach: sg to takie
ciagi zmiennych losowych (X,), ze:

E(Xn+1|Xn,...,XQ)IXn, n:0,1,2,...

Jesli X, jest taczna wygrana w pewnej grze do chwili n,

to powyzsza réwnosé¢ mowi, ze srednia wygrana w chwili

n + 1, gdy znamy histori¢ gry do chwili n, wynosi X,,.
Sredni przyrost wygranej jest zatem zerowy, a gre nazwiemy
sprawiedliwa. W literaturze martyngaly nazywa si¢ zreszta,
czasami ,ciggami absolutnie fair”.

Dla hazardzisty martyngal oznacza sposéb ustalania

stawek, ktoéry miatby zwigkszaé szanse wygranej. Martyngatl
klasyczny wymaga podwojenia stawki po kazdej przegrane;j.
Jest wiele martyngatéw, nierzadko o fantazyjnych nazwach:
wielki, amerykanski, holenderski, piquemouche, paroli, kontra
d’Alemberta. Zaczynamy sie¢ domyslaé, ze skoro jest ich

tak wiele, to zaden nie jest skuteczny. I rzeczywiscie, nawet
kontra d’Alemberta nie pomoze przeciwko podstawowemu
twierdzeniu teorii — twierdzeniu Dooba.

Powody sa dwa: po pierwsze, gra w kasynie nie jest
oczywiscie sprawiedliwa, bowiem wygrane tworza,
nadmartyngal, czyli

E(Xpi1|Xn, .., X0) < Xn, n=0,1,2,...

7 punktu widzenia kasyna mamy do czynienia
z podmartyngatem.

Po drugie, ze wspomnianego twierdzenia wynika, ze nawet

w grze sprawiedliwej zadna taktyka, polegajaca na wycofaniu
sie z gry w chytrze wybranym momencie, ani zaden sposéb
ustalania stawek nie zmieni faktu, ze srednia wygrana

w kazdej turze jest zerowa.

Dlaczego kazda realistyczna metoda obstawiania zamienia
martyngal na martyngal? Stawka w (n + 1)-szej turze moze
zalezeé jedynie od historii gry do chwili n (wykluczamy
przewidywanie przyszlosdci), jest wiec postaci f(Xo,..., Xn).
Jedli tyle postawimy, to wygramy

f(Xoy..o s X)) - (Xng1 — Xn).
Gdyby Czytelnik mial watpliwosci co do tego wzoru, niech
sobie przypomni Jasia, grajacego z Malgosia w orta i reszke.
Jedli Jas postawil a zt na orta, musi dostaé¢ zwrot stawki
plus a zt, gdy wypadnie orzel. Obliczamy srednia wygrana
w (n + 1)-szej turze:

E(f(Xo,.... Xn) * (Xns1 — Xn)| X0, ..., Xp) =
= f(Xo,..., Xn) B(Xnt1 — Xn|Xo, ..., Xn) = 0.

SkorzystaliSmy ze znanej wlasnoéci warunkowej wartosci
oczekiwanej. Wymaga ona zaltozenia, ze zmienna

losowa f(Xo,...,Xn) jest ograniczona — woéwczas
E|f(Xo,...,Xn) - (Xny1 — Xn)| < 00, z czego wynika, ze
warunkowa warto$¢ oczekiwana ma sens. Zalozenie to mozna
ostabiaé, ale i w tej postaci nie jest zbyt ograniczajace, bo
wyklucza jedynie nieskonczony kapitat gracza.

Mozna sobie poradzi¢ i bez jawnego uzywania warunkowej
wartosci oczekiwanej. Jesli zdecydowaliSmy juz, ze stawiamy
a z1, to wygramy a - (Xn4+1 — X») 21, zatem $rednio — zero.

Zbadamy teraz, czym charakteryzuja sie dopuszczalne
sposoby wyboru chwili wycofania sie z gry, zwane
momentami stopu lub momentami Markowa. Rysunek
przedstawia schemat zmodyfikowanej gry w orta i reszke
z poprzedniego odcinka.

Jak widaé, P(Xo =0) =1; P(X; =3) =1, P(X1 =
WIQC EX1 = 0; P(X2 = 4|X1 = 3) = P(XQ
=1 zatem E(X:|X: = 3) = 3, etc.
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Zmienne losowe X, X1, X2, X3 tworza martyngat. Mozna to
wyrazi¢ inaczej: jesli prawdopodobienstwa wyobrazimy sobie
jako masy, to na wszystkich czterech rysunkach drzewka sa
zréwnowazone w tym sensie, ze wysoko$¢ srodka masy galezi
wyrastajacej z wezta jest rowna wysokosci tegoz wezla.

W szczegblnosci, srodki masy wszystkich drzewek (punkty
0’,0",0") sa na tej samej wysokosci, co korzen.

Na drzewku po prawej zaznaczono kolorem mozliwe historie
gry, odpowiadajace taktyce ,wycofaé sie, gdy wygrana
osiggnie 3 z1”, opisanej przez zmienna losows,

7 =inf{n: X, =3V n =3}
Jest to taktyka dopuszczalna. Z rysunku odczytujemy, ze
P(XT:3):ivP(XTzié):é7P(XT:_%):éa
P(X, = —3) = &5. Jak mozna bylo przewidziec,
EX, = EXo = 0. Tak bedzie dla kazdej dopuszczalnej
taktyki: przerwanie gry w momencie stopu 7 jest
rownowazne obcieciu niektérych gatezi i przemieszczeniem
mas do wezla, z ktérego wyrastaty. Taka operacja nie
zmienia wysokosci §rodka masy.

Czytelnik zechce si¢ zastanowié, jak przedstawié¢ na rysunku
jawnie niedopuszczalng taktyke: ,wycofaé sie, gdy wygrana
osiggnie maksimum”. Na przyklad w punkcie A nie mozemy
na podstawie wartosci Xo, X1 i X2 podjaé decyzji, czy
koniczymy gre, chyba ze wrézka powie nam, jaka wartos$é
przyjmie Xs.

Udowodnilismy — co prawda w prostym przypadku

Twierdzonko. Jesli (X,) jest martyngalem, a 7
ograniczonym momentem stopu, to EX,; = EXj.

Oto réwnowazne sformutowanie, ktére Czytelnicy majacy
pewne obycie z warunkowa wartoscia oczekiwana moga
sprobowaé¢ udowodnié technika drzewek:

Twierdzenie Dooba. Jesli (X,) jest martyngalem,
a 71 < T2 8¢ ograniczonymi momentamsi stopu, to
E(sz |X7'1) =X

Stad interesujacy wniosek: jesli deterministyczne chwile
1,2,...,n zastapimy przez ograniczone momenty stopu

71 < T2 £ ... < Ty, to clag X7, Xry, ..., X5, bedzie nadal
martyngatem!

Céz wiec wynika z twierdzenia Dooba dla gracza stosujacego
wyrafinowang metode stopowania 77 Nie da si¢ zmienié¢
faktu, ze EX; = 0. Ale jesli chcemy wygraé¢ 1 zl, a mozemy
zaangazowa¢ 1000 zl, to mamy duza szanse sukcesu (i to
niezalezng od metody!), bowiem

0=EX,=1-P(X, =1)—1000- P(X, = —1000),

i P(X,=1)+ P(X, = —1000) = 1, wigc P(X, =1) = %



