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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch

— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwigzan:
31 VIII 2007

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
527 (WT = 2,06) i 528 (WT = 1,00)
z numeru 10/2006

Piotr Kumor — Olsztyn 45,89
Krzysztof Dorobisz — Krakéw 43,42

Michat Jastrzebski — Warszawa 43,27

Lukasz Garncarek — Opole 43,00
Andrzej Jozwik — Warszawa 42,67
Tomasz Wietecha  — Tarnéw 39,00

Andrzej Daniluk — Warszawa 37,86
Krzysztof Kaminiski — Pabianice 36,52
Dariusz Kurpiel — Posada

Zarszyn 35,82

Piotr Kumor idzie jak burza. Punktéw
liczb¢ magiczng czterdziesci-i-cztery
zgromadzil na swym koncie juz po raz
dziesigty!

Zadania z matematyki nr 543, 544
Redaguje Marcin E. KUCZMA

543. Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace warunki
a(f(z+1) = f(z)) = f(=)
|f (@) = f(y)] <]z =yl

544. Jak wiadomo (od czaséw Eulera), réwnanie 23 + y3 = 2

w liczbach catkowitych dodatnich z, y, z. A czy réwnanie

dla z € R,
dla z,y € R

3 nie ma rozwiazan

£3/2 +y3/2 — ,3/2

ma rozwigzania w liczbach catkowitych dodatnich z, y, 27
Zadanie 544 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 2/2007

Przypominamy tresé¢ zadan:

b a—>b
535. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze postaci p = —4/ e gdzie a, b sa liczbami
a D

naturalnymi.

2

536. Znalez¢ wszystkie wielomiany W (o wspélezynnikach rzeczywistych) spelniajace réwnanie

W(z) + W(dx) + W (6z) + W(Tx) = W(2z) + W (3z) + W (5x) + W (8z) dla z € R.

535. Przyjmijmy, ze liczby a, b, p spelniaja podane warunki
i wprowadzmy oznaczenie a — b = d (wigc d € N). Wéwczas
4p? = b*d/(2b + d), czyli

db* — 8p*b — 4dp® = 0.
Liczba naturalna b jest pierwiastkiem tréjmianu
kwadratowego dz? — 8p*x — 4dp?, wiec jego wyrdanik
A = 16p*(4p® + d?) musi by¢ kwadratem liczby catkowite;.
Zatem

4?4 &= ¢

dla pewnej liczby naturalnej q.

W takim razie 4p* = (¢ + d)(q — d); czynniki w nawiasach sa
jednakowej parzystosci, musza by¢ oba parzyste. Przyjmujac
q+d =2u, ¢ — d=2v, mamy
uvsz7 u>0v 21
a skoro p jest liczba pierwsza, to u = p?, v = 1, czyli
g=utv=p"+1,
Wspomniany tréojmian kwadratowy ma pierwiastki réznych
znakéw, wiec liczba b jest jego wigkszym pierwiastkiem:
_ 8p? + VA _ 4p® 4 2pq _ 4p? 4 2p(p* + 1) —opt 4p
h 2d o d o p?—1 P P
To pokazuje, ze liczba 4 dzieli sie przez p — 1, a zatem p jest
jedna z liczb 2, 3, 5.

d=u—v=p>—1

b

Dla kazdej z tych wartosci p napisane wyzej wzory
wyznaczaja wartosci b, q, d, a. Dostajemy nastepujace trojki
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(p,a,b): (2,15,12), (3,20,12), (5,39, 15), ktore istotnie
spelniaja wymagane warunki.

536. Niech W bedzie wielomianem nie rownym
tozsamosciowo zeru,
W(z)=anz" +...+ a0 (n>=0; an#0).
Lewa strona zadanego réwnania jest wielomianem, w ktérym
wspoétezynnik przy ™ jest réwny
(1" +4" 46" +7")an;
po prawej stronie analogiczny wspotczynnik wynosi
(2" 4+ 3" +5" +8")an.
Jedli réwnanie jest tozsamosciowo spelnione, to
Ta réwnosé zachodzi dla n = 0, 1, 2; nie zachodzi dla n = 3
(bo 624 # 672) ani dla zadnego wigkszego n, bowiem jej lewa

strona ma dla n > 4 wartos¢ mniejsza niz sam skladnik 8"
po prawej stronie.

Rozwazane rownanie nie jest wiec spelnione przez zaden
wielomian stopnia wigkszego od 2, jest za$ spelnione przez
jednomiany

Wo(z) =1, Wi(z) =z, Wa(z)=az>
Jest tez spelnione przez kazda kombinacje liniowa tych

jednomianéw. Zatem ogdlnym rozwigzaniem réwnania jest
zbiér wszystkich wielomianéw stopnia co najwyzej 2.



Klub 44

Zadania z fizyki nr 440, 441
Redaguje Jerzy B. BROJAN

440. Ja$ mieszka w wysokim budynku i zabawia si¢, oblewajac przechodniéw
woda z okna. Uzywa w tym celu konewki (schemat — zob. rys. 1), a zeby siegnaé
strumieniem wody blizej lub dalej, zmienia jej kat pochylenia «. Jaki kat da

mu najwiekszy zasieg strumienia? Jak daleko powinien staé przechodzien, aby
czu¢ sie bezpiecznie? Dlugo$¢ konewki [ i wysoko$¢ spadku h sa dane (oczywiscie

[ < h). Opér powietrza nalezy pomingé.

Termin nadsylania rozwigzan:
31 VIII 2007

441. Dwa réwnolegle dtugie przewodniki prostoliniowe o promieniu 7 = 1 mm sg
odlegle o d = 10 cm. Z jednej strony do ich koncow przylozono pewne napiecie,
a z drugiej polaczono je opornikiem R (rys. 2). Opér samych przewodnikéw
mozna pominaé¢. Jaka powinna by¢ wartosé¢ R, aby sila elektrostatycznego
przyciagania tadunkéw na jednym i drugim przewodniku réwnowazyta sie z sila
magnetycznego odpychania przewodnikéw, wynikajaca z przeptywu pradu?
Wzgledna przenikalno$é elektryczna i magnetyczna o$rodka wynosi 1.

Rys. 1
l Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 2/2007
+ . ‘4 ,
_ Przypominamy tres¢ zadan:
T 432. Prosty polaryzator (rys. 3) jest zestawem réwnoleglych plytek szklanych ustawionych pod
katem Brewstera i umieszczonych w pudetku pomalowanym od srodka na czarno. Gdy skierujemy
Rys. 2 na nie wiazke Swiatta niespolaryzowanego, wychodzace $wiatlo staje si¢ spolaryzowane, w stopniu
zaleznym od liczby plytek. Z ilu ptytek powinien sktadaé si¢ przyrzad, aby zawierato ono nie wigcej
niz 10% ,niewlasciwej” sktadowej? Pudetko jest szerokie, tak ze trzeba uwzglednié¢ dowolng liczbe
odbié¢ $wiatta od réznych powierzchni plytek. Przyjaé n = 1,5, pominaé¢ pochlanianie $wiatta w szkle
> i efekty interferencji.
Wskazéwka: gdy promien pada na powierzchnie szkla pod katem Brewstera (lub wybiega pod katem
Brewstera) i jest spolaryzowany w plaszczyznie prostopadlej, wspoétczynnik odbicia R wynosi
Rys. 3

2 4\ 2

n- —1

R = - -
<’H,‘2 + l>

433. W jednym z artykuléw ze Swiata Nauki w zeszlym roku mozna bylto przeczytac, ze powyzej

pewnej energii progowej (tzw. granica GZK) proton moze rozproszy¢ sie na niskoenergetycznym

fotonie promieniowania reliktowego wypelniajacego przestrzen miedzygwiazdowa, w wyniku czego

powstaje mezon n°. Obliczyé wartoéé granicy GZK. Dana jest energia fotonu Ey = 102 eV, masa

protonu m, = 938 MeV/c?, masa mezonu m, = 135 I\Ie\r"/(iEA

432. Przyjmijmy, ze promien padajacy jest spolaryzowany
w plaszczyznie prostopadlej, a jego natezenie jest
rowne 1. Oznaczmy wspotczynnik przejécia T'=1— R.
Wiazka przechodzaca przez jedna ptytke sktada sie
z promienia przechodzacego bez odbicia, ktérego natezenie
wynosi T2, promienia dwukrotnie odbitego wewnetrznie
o natezeniu T2 R?, promienia czterokrotnie odbitego
wewnetrznie o natezeniu T2R* itd. — lacznie natezenie wiazki
przechodzacej jest rowne
2 2 2 2 pd T

ThW=T"+T°R"+T°R =5
W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ wzoér rekurencyjny
na wspélczynnik przejscia dla k plytek

Ti'Th

T +T — Ty Ty
Postawiony w zadaniu warunek ma postaé

T < 0,1(1 + T}),

Tiy1 =

czyli
T, < 0,111.

Obliczenia wykazuja, ze przy podanej wartosci
wspolczynnika zalamania minimalng liczba plytek jest

k = 24. W praktyce wystarczy znacznie mniejsza liczba,
gdyz zalozenie o uwzglednieniu dowolnej liczby odbi¢ nie
odpowiada rzeczywistosci, a wtasnie wielokrotne odbicia
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przyczyniaja sie do zwigkszenia natezenia niewtasciwej
skladowej w wiazce wybiegajacej z przyrzadu.

433. Oznaczmy catkowita energie protonu przez E. Jego ped
wyraza si¢ wzorem

Py = VE? [P —mic?

Najnizsza warto$¢ E niezbedna do wytworzenia mezonu
otrzymamy zakladajac, ze pedy protonu i fotonu sg,
skierowane przeciwnie, czyli catkowity ped jest réowny

p=pp,— Ey/c.
Catkowita energia w ukladzie §rodka masy wynosi
E.=\/(E+ Ey)? — p2c?
Te energie nalezy przyréwnaé¢ do sumy energii
spoczynkowych protonu i mezonu. W wyniku przeksztatcen

otrzymujemy warunek

2ppcEs +2EE; = 2mpmwc4 + mfrc4

Jedli zauwazymy, ze

E > myc”,
to mozemy oszczedzi¢ sobie rozwiazywania réwnania
kwadratowego i przyblizy¢ po lewej ppc = E, czyli
mact
4Ey

E = (2mp 4+ my) =6,8-10"eV.



