Jak sie rozmnazaja punkty okresowe? Elzbieta KREPSKA '™

Rys. 1. Wielomian W: [0, 6] — [0, 6], dla
ktorego punkt 1 jest punktem okresowym
oorbiciel =4 —2—>5—-3—1
dltugosci 5. Punkty orbity oznaczono
rombami.
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Rys. 2. A-graf odpowiadajacy punktowi 1
dla funkcji W z rysunku 1.
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Bedziemy zajmowaé sie funkcjami f: [a, b] — [a,b], ktérych wykres mozna
narysowaé bez odrywania oldéwka od kartki, tzn. funkcjami ciagglymi. Sa to,
na przyktad, wielomiany, doskonale znane kazdemu uczniowi liceum.

Zauwazmy, iz jeSli wezmiemy pewien punkt p z dziedziny f, to dobrze okreslony
jest inny punkt f(f(p)) — dwukrotna iteracja funkcji f w punkcie p, ktéra
oznaczamy przez f2(p). Jesli ,przypadkiem” trafimy z powrotem do p,

tj. f(f(p)) = p, to znalezlidmy punkt okresowy p o okresie 2. Analogicznie
méwimy o ™, n-krotnym zlozeniu f, a takze o punktach okresowych

o okresie n. Jedli p jest punktem o okresie n, to zbidér (réznych) punktéw

{p. f(p), f2(0), .-, " '(p)} nazywamy orbitq dla p.

Zacznijmy od prostego zadania: wskazaé przyklad funkcji ciaglej, ktora ma
punkt okresowy o okresie 5. Takich funkcji jest oczywiscie ogromnie duzo.
Przypu$émy, ze poszukujemy orbity 1 — 4 — 2 — 5 — 3 — 1. Narysujmy
wiec odpowiednie punkty (1,4), (4,2), (2,5), (5,3) 1 (3,1) i polaczmy je
bez odrywania oléwka. Voila. Wynik moze wygladaé tak, jak wykres W

na rysunku 1.

Zauwazmy, ze funkcja W ma punkt o okresie 1, tzw. punkt staly. Znajduje sie
on na przecieciu wykresu wielomianu W i funkeji y(z) = x, w okolicach p ~ 2,55.
Jesli dobrze sie przyjrzed, to zauwazymy réwniez punkt o okresie 2 (p & 2,22).

A czy istnieje punkt okresowy o okresie 37 A 99 albo 20077 Zadanie wyglada

na nietatwe.

Zadajmy jeszcze ambitniejsze pytanie: czy mozna znalezé¢ taka funkcje, ktora
ma punkt okresowy o okresie 5, ale nie ma punktu o okresie 27 Zauwazmy,

ze na pewno punkt o okresie 1 jest nieunikniony. Jak by nie rysowaé, gdzie$
przetniemy y(z) = z, gdyz wykres nie moze mieé¢ zadnych ,dziur”. Mozna
wykazaé, ze réwniez punkt o okresie 2 musi sie pojawi¢. A czy mozna znalezé
funkcje, ktéra ma punkt okresowy o okresie 7, ale nie ma punktu o okresie 57
Tym razem odpowiedz jest pozytywna, taka funkcja istnieje, ale jej zgadniecie
nie jest bynajmniej takie proste! (Przyktad mozna znalezé w ksiazce Roberta
Devaney’a An Introduction to Chaotic Dynamical Systems.)

Bedziemy rozwazaé nastepujace ogélniejsze zagadnienie. Niech k,l € N. Czy
jesli wiemy, ze funkcja ciaggla ma punkt okresowy o okresie k, to czy wiemy cos
o punktach okresowych o okresie [7 Tak, i to zdumiewa!

W roku 1975 w USA Tien-Yien Li i James Yorke opublikowali prace pod
kultowym juz tytutem Okres trzy wywoluje chaos. Uproszczona wersja zawartego
w niej twierdzenia brzmi nastepujaco.

Twierdzenie 1. Niech f:J — J, gdzie J jest przedzialem domknietym.
Przypu$émy, ze f ma punkt okresowy o okresie 3 i orbicie a — b — ¢ — a dla
a<b<cluba>b>c Wbowczas dla kazdego k € N istnieje w J punkt okresowy
o okresie k.

Zatem z istnienia jednego punktu 3-okresowego dostajemy od razu nieskonczenie
wiele innych, cate multum punktéow, o dowolnych okresach. Na przyktad, jesli
znajdziemy taki punkt dla naszego W, to bedziemy wiedzie¢, ze ma punkty

o okresach i 100, i 2007, i dowolnych innych. Ale skad one sig, u licha, biora —

te miliony punktéw? Zrozumiemy to za pomoca A-grafu.

Definicja 2. Powiemy, ze przedzial I nakrywa J przy funkcji f, gdy f(I) 2 J.
Niech z bedzie punktem okresowym o okresie n > 11 orbicie {x1,x2,...,x,}
uporzadkowanej 1 < z2 < ... < x,. Oznaczmy przedzialy Iy, = [xg, zr41] dla
k=1,...,n— 1. Graf o wierzchotkach Iy, I, ..., I,_1 nazywamy A-grafem.
Krawedz I; — I, wystepuje w A-grafie, gdy przedzial I; nakrywa Ij.

Zobaczmy, jak zbudowaé A-graf dla W ip =1 (patrz rys. 1). Orbita p jest
dlugosci n = 5. Zatem A-graf ma 4 wierzchotki I, = [k, k+ 1), k=1,...,4.
Przedzial I nakrywa Iy, bowiem W(I1) = [4,5.8] D [4,5] = I4, a zatem w grafie
wystapi krawedz skierowana I} — I4. Przedzial I nakrywa m.in. sam siebie,
wiec w grafie wystapi réwniez petla Is — I5. Caly A-graf przedstawiony jest

na rysunku 2.
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Rys. 3. Cykl w A-grafie to ciag
nakladajacych si¢ przedzialéw.
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Rys. 4. Funkcja z twierdzenia Li—Yorke’a.

Rozwigzanie zadania M 1171.
Zauwazmy najpierw, ze z pewnego
punktu wychodza co najmniej 4 odcinki;
w przeciwnym razie wszystkich odcinkéw
3-6
2

bytoby co najwyzej =52 = 9, a jest ich 10.

Oznaczmy wigc dane punkty przez A, B,
C, D, E, I oraz przyjmijmy, ze punkt A
jest potaczony z punktami B, C, D, E.
7Z punktu F' wychodzi co najwyzej piec

odcinkéw, a zatem skoro wszystkich
odcinkéw jest 10, to pewne dwa punkty
sposrod B, C, D, E musza by¢ potaczone.
Punkty te wraz z punktem A daja zadany
trojkat.

Odpowiemy wreszcie na pytanie zawarte w tytule artykulu: punkty okresowe
o okresie k mozna generowac za pomoca cykli dtugoéci k w A-grafie. Postarajmy
sie zaagitowaé, dlaczego tak jest.

Pomyslmy o cyklu J; — Jo — ... — Ji — J1. Nakrywanie sie
kolejnych przedzialéw jest jak zalewanie ,ciaglymi” falami
wody (patrz rys. 3). Mozna uwierzy¢, ze pewien, by¢ moze
malutki, przedzial kropel K C J; wpadnie kolejno do Ja,
nastepnie do J3, pod koniec do Jj i stanie si¢ z powrotem
Ji. Zatem f*(K) nakryje przedzial K — zostanie rozciagniety
i nalozony na siebie. Przypomnijmy nastepujaca wlasnosé
funkcji ciaglej: musi ona przyjmowaé wszystkie wartosci
posrednie miedzy wartosciami na konicach przedzialu (jest to
wlasnosé Darboux). Eureka! Gdy przedzial K rozciagniemy

i natozymy na siebie za pomoca f*, to przeksztalcenie

f* musi mie¢ punkt staly wewnatrz K. Ten punkt staty f* jest jednoczesnie
poszukiwanym punktem okresowym o okresie k dla f.

J1

Ju

Wiemy zatem, ze punkty okresowe mozna wyprodukowaé z jednego takiego
punktu, znajdujac cykle w jego A-grafie. Zastosujmy te technike, zeby dowies¢
twierdzenia 1.

Dowdd twierdzenia Li—Yorke’a. Zalézmy, ze zachodzi przypadek a < b < c.
W przypadku a > b > ¢ rozumowaliby$my analogicznie. Niech K = [a, ]
i L = [b,c]. Spéjrzmy na wykres funkcji f. Sa na nim punkty (a,b), (b, ¢) oraz
(c,a). Przedzial K nakrywa L, a przedzial L nakrywa zaréwno K, jak i sam
siebie (rys. 4). Zatem A-graf powinien mie¢ przynajmniej nastepujacy ksztalt:
K2LO.

Tworzymy cykl dlugosci k:

L, L,L,...,L,K,

—_———

k—1

ktéry generuje punkt okresowy o okresie k.

Chwytliwy tytul i rozpoczynajacy sie ,boom na chaos” sprawity, ze praca

Li i Yorke’a zyskalta duzy rozglos. Dopiero wéwczas odkryto wczedniejsze
prace ukrainskiego matematyka Aleksandra Szarkowskiego (ur. 1936 r.), ktére
zawieraly znacznie mocniejsze twierdzenia. Lecz Szarkowski opublikowal swoje
wyniki w roku 1964 w malo znanym czasopi$mie ukrainskim, i po ukrainsku,
dlatego tez nie zostaly one dostrzezone w $rodowisku matematycznym.

Szarkowski zdefiniowal pewien specyficzny porzadek, oznaczany <1, na liczbach
naturalnych N, w ktérym najmniejsza liczba jest 3, a najwigksza 1:

3 ) a7 <9 <

3:2 952 Q72 €992 9«

3.22 g95.22 9722 9922 g ...
< 23 < 22 g 21 a1

Twierdzenie Szarkowskiego opisuje wystepowanie punktéw okresowych za
pomocy tego porzadku.

Twierdzenie 3. Niech f:J — R bedzie funkcja ciagla. Jesli f ma punkt
okresowy o okresie k oraz k <[, to f ma punkt okresowy o okresie [.

Oryginalny dowéd podany przez Szarkowskiego byl zawily i wielokrotnie

go pdzniej upraszczano. Dowdd mozna przeprowadzié¢ za pomoca pojecia
A-grafu: szuka sie szczegdlnej orbity nieparzystej diugosci, tzw. orbity Stefana,
ktéra rozmnozy punkty okresowe w sposéb analogiczny, jak w dowodzie
twierdzenia Li—Yorke’a. (Ten nietrudny dowdd twierdzenia Szarkowskiego
znajduje sie w Lecture Notes in Mathematics, tom 1513, str. 5-23, Springer
1992.) Zauwazmy réwniez, ze twierdzenie Li—Yorke’a jest trywialnym wnioskiem
z twierdzenia Szarkowskiego, méwiacym, ze 3 stoi na samym poczatku porzadku.
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Rozwigzanie zadania M 1172.

Kazda liczba zakoniczona w systemie
dziesietnym cyframi ,,10” jest parzysta,
lecz niepodzielna przez 4. Wobec tego,
gdy rozpatrywany iloczyn konczy

si¢ cyframi ,,10”, dokladnie jeden

z czynnikéw (a + b), (b + ¢), (c+d),

(d 4+ a) rozpatrywanej liczby jest parzysty,
pozostale trzy sa nieparzyste. Jednak
wtedy liczba

(a4+b)+b+c)+(c+d)+(d+a)=
=2(a+b+c+d)

bytaby liczba nieparzysta. Uzyskali$my
sprzecznosé, ktoéra dowodzi, ze nie istnieja
liczby a, b, ¢, d spelniajace podane

w treéci zadania warunki.

Mozna sie zastanawiaé¢, jak mocne jest twierdzenie Szarkowskiego, tzn. czy
wystepuja, by¢ moze, jeszcze inne zaleznosci miedzy liczbami punktéw
okresowych? Okazuje sie, ze twierdzenie jest najlepsze mozliwe: dla kazdego n
mozna podaé przyktad funkcji, ktora ma punkt okresowy o okresie n, a wiec ma
tez punkty o okresach m ,wigkszych” od n (n < m), ale nie ma zadnego punktu
o okresie m ,mniejszym” od n (m < n).

Inne ciekawe pytanie to: czy twierdzenie zachodzi w przypadku dwu- i wiecej-
wymiarowym? Tu odpowiedzZ jest negatywna. Kontrprzykladem jest obrét

na plaszczyznie o 120° wokol ustalonego punktu. Ma on jeden punkt staly,

a wszystkie pozostale punkty sa okresowe o okresie 3.

Jeszcze bardziej fascynujacym zdaje sie by¢ fakt, ze porzadek Szarkowskiego
pojawia sie w innych miejscach w matematyce i chcialoby sie nazwaé go
uniwersalnym, w takim sensie, jak uniwersalne sa liczby 7 lub e. Drzewo
Feigenbauma to temat na caly wyklad, jednak sprébujmy pokrétce powiedzieé,
jak ono powstaje i gdzie w nim wida¢ porzadek Szarkowskiego.

Rozpatrzmy rodzing przeksztalcen logistycznych f.(z) = rz(1 — x) dla € [0, 1],
indeksowana wspélczynnikiem ,zgniecenia” paraboli r € [0, 4]. Wybieramy
punkt dziedziny z¢ i wielokrotnie aplikujemy f,, otrzymujac ciag punktéw

Xy = f(x0), czyli trajektorie punktu xo. Pytamy, co robi ,typowa” trajektoria
w nieskonczonosci, w zaleznosci od r? Naturalnie zatrudniamy komputer

do zobrazowania tej zaleznosci: dla ustalonego r zaznaczamy na wykresie punkty
typowej trajektorii. Wynik jest przedstawiony na rysunku 5.

Rys. 5. Drzewo Feigenbauma. Kolorowe pelne kropki to punkty
tworzace orbite rzedu 3, puste — orbite rzedu 5, czarne puste — orbite rzedu 6.

Dla r € [0, 3] kolejne iteracje punktéw zbiegaja zawsze do jednego
punktu stalego. Dla r = 3 nastepuje podwojenie okresu (to pierwsze
rozgalezienie drzewa), teraz typowa orbita w nieskonczonosci bedzie miata
okres 2. Dalej nastepuja kolejne podwojenia okreséw, az do pewnego momentu,
gdzie na wykresie robi si¢ bardzo czarno. Dzieja si¢ rzeczy dziwne, chaotyczne.

Przyjrzyjmy sie¢ teraz niezakropkowanym fragmentom diagramu, tzw. okienkom,
patrzac od prawej do lewej. Najwieksze z okienek przeciete jest w trzech
miejscach, wiec mamy do czynienia z punktem okresowym o okresie 3. Dalej

na lewo wida¢ znacznie wezsze okienko przeciete w pieciu miejscach. Jesli

wzia¢ obraz duzej rozdzielczosci, zauwazymy okienka odpowiadajace okresom
nieparzystym: 3,5,7,9,.... Zobaczymy réwniez przeskok i dalsze okienka
przeciete w 3 - 2,5 -2, ... miejscach. Odpowiadaja one kolejnym partiom
porzadku Szarkowskiego. Ostatnig partie, potegi dwdjki, widzimy naturalnie
przy zjawisku podwajania okresu 1,2,22,.... W tym coé glebszego musi tkwi¢!

Bardzo ciekawe jest, ze dostaliSmy trudne i silne wyniki, nawet uniwersalne,
uzywajac prostych pojec i nie stosujac zadnych matematycznych fajerwerkdw.
Podstawowym powodem, dla ktorego twierdzenie Szarkowskiego zachodzi, jest
wlasnos¢é Darboux. Dzieki niej punkty rozmnazaja sie elegancko, wskakujac
na cykle.
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