Ciggi Somosa
Lev KURLYANDCHIK *

W tym artykule zajmiemy si¢ ciagami, ktore rozwazal Michael Somos, badajac
pewne krzywe eliptyczne.

Przyktad 1. Niech bedzie dany ciag (a,) okreslony wzorami: a3 = ag = ag =1

oraz

an+3 =

Ap4-20n+1 +1
an

dla n>1.

Udowodni¢, ze kazdy wyraz tego ciagu jest liczba naturalna.

Rozwiazanie. Udowodnimy najpierw, ze v, =

On + Gnt2 jest liczba naturalna dla

An+1

kazdej liczby naturalnej n.

Po pierwsze mamy a4 = 2, 1 = al;r—z‘“" = 2 oraz
Yo = ‘”a—t‘“ = 3. Dla n > 3 zachodzi

Anti1an+1
an + An+42 an + An—1
")/n = = =
An+41 An+41
_anan—l + ApQn+1 +1 _ Up4+10n—2 + GpQn+1 _
Ap—10n+1 Ap+4+10n—-1
Gp—2 + Qn
= = Tn-2-
an—1
Dlatego vor =72 =3, 7Yopt+1 = 71 = 2. Zatem
Q2k+2 + a2k 3 2k+3 + Q2k+1 9
- ) - — )
A2k+1 A2k+2

czyli asky2 = 3ask+1 — G2k 1 a2x43 = 2a2k42 — A2k41, CO
konczy dowdd dla ciagu a,.

Przyktad 2. Niech (a,) bedzie ciagiem spelniajacym
warunki: a1 = as = ag = a4 = 1 oraz

2
Ont30n41 +0ny g0 s g
>l

Antq4 = a
n

Udowodnié, ze kazdy wyraz ciagu (a,) jest liczba
naturalna.
Rozwiazanie. Obliczamy: a5 =2, ag =3, a7y =7
iag = 23. Mamy
NWD(am, am—1) = NWD(tm, am—2) =1
dla 3 <m <8.
Zalézmy, ze n > 8 i wszystkie liczby ay, aq, ..., ay, sa
catkowite oraz dla 3 < m < n zachodza réwnosci:
NWD(am, am-1) = NWD(a,, am—2) = 1.

Udowodnimy, ze liczba a, 41 jest réwniez catkowita oraz
zachodza réwnosci:

NWD(ap+1,an) = NWD(ant1,an-1) = 1.
7 réwnosci
2
Op—30n—7 = Qp—40p—6 + Gy, _5
wynika, ze
2 _
(1) Up—40n—¢ + a,_s =0 (mod a,_3),
a z réwnodci
2
On—20p—6 = Qp—30n—5 + Ay _4,
ze

(2) Un—20n_6 =a>_, (mod a,_3).
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Nastepnie z T6Wnosci @y, —1ay—5 = Gp_2an—4 + a2 _4
otrzymujemy

(3) Up—10n—5 = Gp—20n—yg (mod ap_3).
Wreszcie z rOWNoSci apay_4 = Qp_1Gn_3 + ai_Q mamy

(4) UnGn_g = a>_5 (mod a,_3).

Korzystajac teraz z réwnosci (1)—(4), otrzymujemy
apy_5an—a(anan_2 +ay_1) =

= ai_5an,2(anan,4) + (an,lan,s)Qan,4 =

= ai_g)an,gai_z + (an,gan,4)2an,4 =
= 55y + 5 _pUn—a;_4 =
—5‘1?1—2 + ai_Qan,4 (an—2an—¢) =
o(al 5+ an—san ) =
n—2" 0=0
Tak wigc liczba a2 _ga,—4(anan—2 + a?_;) jest podzielna
przez a,_s. Poniewaz

NWD(an_g, an_4) = NWD(an_g, an_5) = 1,

wigc liczba anan—2 + a?_; jest podzielna przez a, s,
a wobec tego liczba

=a

= a

W ISW SN S

=a (mod ay,—3)

ApQp—2 + afl_l
Upp1 = ———————
Gp—3

jest caltkowita.
Pozostaje do wykazania, ze

NWD(an+1, an) = NWD(an+1, an_l) =1.
Zat6zmy, ze NWD(an41,an) > 1.
Niech p bedzie taka liczba pierwsza, ze plan4+1 oraz pla,.
Z réwnosci

An+10n—3 = AnlGp—2 + 0,72171
wynika, ze p|a,—_1. Przeczy to jednak warunkowi
NWD(ap, an—1) = 1.

Przypuéémy teraz, ze NWD(an41,a,-1) > 1. Niech
p bedzie taka liczba pierwsza, ze pla,+1 oraz pla,—_1.
Z réwnosci

Ap4+10n—3 = Apdnp—2 + 0’721—1
wynika, ze albo pla,, albo p|a,—2. Przeczy to jednak
warunkowi

NWD(an, an-1) = NWD(ap—1,an-2) = 1.

Teza wynika zatem z indukcji.



Przyktad 3. Ciag (a,) jest okre$lony wzorami:
a1:a2:a3:a4:a5:10raz
Ap+4+4Qn+1 + Ap+420n43

Ap+5 = (TL > 1)
an

Udowodnié, ze kazdy wyraz ciagu (a,) jest liczba
naturalna.
Rozwiazanie. Obliczamy: ag = 2, a7y =3, ag =5
ag = 111 a9 = 37. Zauwazmy, ze dla 4 <n < 10
zachodza réwnosci:
NWD(an, an—1) = NWD(ay, an—2) =
= NWD(a,, an—3) = 1.

Za pomoca indukcji udowodnimy, ze:
1) kazdy wyraz ciagu (a,) jest liczba naturalna;
2) dla kazdej liczby naturalnej m > 4 zachodza réwnosci:
NWD(am, am—1) = NWD(am,, am—2) =
= NWD(apm, am-3) = 1.

Niech n > 10 oraz niech wszystkie liczby a1, asz, ..., an
beda calkowite i spelniaja warunek 2). Udowodnimy,
ze liczba a,41 jest réwniez calkowita oraz speinia
warunek 2).
7 ré6wWnosci G,y 5 = Gp_10n_4 + Gn_20,_3 Wynika, ze
(5) AnQpn—5 = ap—20an—3 (mod an_4q).
7 rOWNOSCi ap—10n—6 = Gp—20n—5 + Gn_30n_4 Wynika,
ze
(6) An—10n—6 = p_2an_5 (Mod an_4).
Z rOWNOSCL Gy 90y _7 = Qp_30p_6 + Qpn_a0p_5
otrzymujemy
(7) Un—20n_7 = ap_3an_¢ (Mod an_4).
Nastepnie z rOWNosci an—30,—8 = Gpn—40n—7 + Gp_50n—g
otrzymujemy
() Up—30n-8 = ap_5an—¢ (Mod ap_4q).
Wreszcie z TOWNOSCL Gp—4Gn—9 = Qp—50p—8 + Ap—gUn_7
mamy
(9) An—50n-8 + Gn_gan_7 =0 (mod a,_4).
Korzystajac teraz z réwnosci (5)—(9), otrzymujemy
nastepujace rownosci modulo a,—4:
an—5an—6an—7(anan—3 + an—lan—Q) =
- (anan—5)an—6an—7an—3+

+ an75anf7an72(an71an76) =

an—2an—3an—6an—7an—3+

+ Gn—50n—70n—20n—20n—5 =
= an—2(An-6an—70%_3 + a7 _5(An_2an_7)) =
- (an—ﬁan—mi,g + ai,san—san—ﬁ) =
(
(

= Qnp—2

2 _
= n—2(An—6an—70;5_35+ (An_50n—6)an—50n_3) =
2
= ap—2(@n—60n—70;_3 + Gp—30n_80n_50n_3) =
2 _
= ap—20;_3(an—6an—7 + Gn_50n_38) =

an—2a2_5-0=0 (mod a,_4).

Zatem liczba naturalna
Ap—50n—60n—7(Anan_3 + an_1an_2) jest podzielna przez
liczbe naturalna a,—4.
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Ale poniewaz
NWD (an—4,an-5) = NWD (a4, an_¢) =
= NWD (an—4,an-7) =1,
wiec ap—q dzieli liczbe
ApQp—3 + AQp—10n—2,

a zatem
Apnan—3 + Ap—1An—2

Ap4+1 = a .
n—

jest liczba naturalna.

7 réwnosci rekurencyjnej
Ap—40n4+1 = AnpGnp—3 + ap—1Gn_2

wynika, ze warunek 2) zachodzi dla liczby n + 1.
Teza wynika zatem z indukcji.

Po tych przyktadach rozpatrzmy ciag (a,) okreslony
wzorami: a1 = as = a3 = a4 = a5 = ag = 1 oraz
2
An+6 = Ont50n+1 T+ Antddnt2 F Gns (n>1).
Qnp

Dalsze poczatkowe wyrazy tego ciagu to 3, 5, 9, 23,
75, 421, 1103, 5047, 41783, 281527, 2534423, ... Dean
Hickerson udowodnit, ze wszystkie wyrazy tego ciagu sa
liczbami catkowitymi.

Rozwazmy kolejny ciag:
a1 =ay =a3 =a4 = a5 = ag = a7y = 1 oraz

Gyt = An+60n+1 + an+2an+2 t Gn440n43 (n>1).

n

Dalsze poczatkowe wyrazy to: 3, 5, 9, 17, 41, 137, 769,
1925, 7203, 34081, 227321, ... Raphael Robinson
wykazal, ze wszystkie wyrazy tego ciagu sa liczbami
catkowitymi.

Idziemy dalej. Nastepny ciag to:
a1 =0y =a3 =04 = a5 = Qg = a7y = ag = 1 oraz

2
An+70n+1 + An+6An+2 + An+5An+43 + an+4

ap48 =
Qn
(n>1).
Dalsze poczatkowe wyrazy to: 4, 7, 13, 25, 61, 187, 775,
420514
5827, 14815, ————

nie jest liczba catkowita!

, czyli osiemnasty wyraz tego ciagu

Wreszcie rozpatrzmy ciagg:
a1 =02 =a3 =04 = A5 = Qg = A7 = ag = ag = 1 oraz
An+8Un+1 + An+70n+42 + An+6An+3 + An+5An44
427

Ap+9 =
(n > 1);

jego dalsze poczatkowe wyrazy to: 4, 7, 13, 25, 49,
755098
115, 355, 1483, 11137, 27937, ————

dwudziesty wyraz nie jest liczba catkowita.

. Tym razem
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