Jest to skrécony zapis odczytu
wygloszonego na Konfrontacjach
Matematycznych w listopadzie 2006.
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Rozwigzanie zadania M 1170.
Wszystkich niepustych podzbioréw
zbioru M jest
2'% — 1 =1023.

Suma elementéw kazdego z tych
podzbioréw nie przekracza

90 + 91 + ...+ 99 = 945 < 1023.
Stad wynika, ze istnieja takie dwa
niepuste podzbiory X i1 Y zbioru M
majace taks samg sume elementéw. Tym
samym zbiory A = X \ (X NY) oraz
B =Y \ (X NY) sg rozlagczne i maja taka
sama sume elementéw.
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Po co matematykowi nieskonczonosc¢?
Andrzej BIALYNICKI-BIRULA *

Najpierw nalezy odpowiedzie¢ na pytanie: co to jest matematyka? Sg

dwie odpowiedzi: otwarty, stale uzupelniany, zasob rozumowan, albo nauka
poznawcza badajaca pewne abstrakcyjne twory przy uzyciu rozumowan jako
narzedzia badawczego. Pierwsza jest precyzyjna, bo pojecie rozumowanie mozna
zdefiniowaé¢. Druga mglista, bo trudno okredli¢, o jakie twory chodzi. Zadna
chyba nie jest zadowalajaca i prawda pewnie jest gdzies posrodku. Matematyka
rozumiana jako zaséb rozumowan jest w swej istocie skonczona. Dotyczy to
zaréwno syntaktyki (wyrazen), jak i wnioskowan.

Wyrazenia sa skoiiczone i rozumowania tez sa skonczone. Moze troche
szkoda, ze nie jesteSmy w stanie ogarnac¢ informacji z nieskonczonej liczby
danych zawartych w nieskoniczonej liczbie wyrazen. Moze troche szkoda, ze
kazde rozumowanie sklada sie ze skonczonego ciagu elementarnych kwantéw
wnioskowan. Nie ma tu nieskonczonych zlepkéw rozumowan elementarnych,
chociaz takimi, ale skonczonymi, zlepkami si¢ postugujemy.

Jedli chodzi o to drugie rozumienie matematyki, to dodajmy, ze te abstrakcyjne
twory: liczby, figury geometryczne itp. istnieja w naszych umystach, a nabieraja
obiektywnego znaczenia przez trudna do wytlumaczenia zgodnos¢ ich rozumienia
przez poszczegblnych ludzi. Wobec tego matematyka moze by¢ uwazana za
nauke poznawcza. Tyle ze przedmiotem poznania sg nasze wspoélne urojenia.
Skad to sie bierze, jedni uwazaja za problem psychologii spotecznej, drudzy za
problem teologii.

Te matematyczne twory nie sa w swej naturze skoniczone. Zaden twoér skonczony
nie moze by¢ przedmiotem badan matematycznych, gdyz poznanie tworu
skoficzonego nie wymaga rozumowania, lecz jedynie sprawdzenia.

Twoér matematyczny moze byé, i czesto jest, zdefiniowany konstrukcyjnie przez
podanie elementéow wyjéciowych oraz okreslenie operacji, ktore w obrebie

tego tworu maja by¢ wykonalne. Operacje te moga mie¢ rézny charakter:
przedtuzania, rozdrabniania, brania punktéw wspdlnych. Nasza matematyka
uformowana przez nasze doswiadczenia, do§wiadczenia istot Sredniego rozmiaru,
sklania zaréwno do nieograniczonego rozdrabniania, jak i nieograniczonego
przedhuzania. Przy tym operacje te moga by¢ stosowane jedynie skonczona liczbe
razy, ale liczba ta nie jest ograniczona.

Wobec tego badanie takiego tworu mozna ogranicza¢ do badania jedynie
wlasnosci skonczonych uktadéw. Rozpatrywane tu uklady sa skonczone, ale ich
liczebno$¢ nie jest i nie moze by¢ ograniczona. Jesli nie wychodzimy poza te
ramy, to mamy do czynienia jedynie z potencjalna nieskonczonoécia. Przykladem
jest klasyczna teoria liczb i geometria euklidesowa. Wielkie Twierdzenie

Fermata dotyczy czteroelementowych ukladow liczb, twierdzenie Pitagorasa
tréjelementowych uktadéw punktow. Formalnie chodzi tu o postugiwanie

sie¢ wyrazeniami ze zmiennymi dla zbioréw skonczonych. Nie ma tu mowy

o nieskoficzonoéci, nie uzywamy slowa ,nieskoficzony”. Swiat, ktéry opisujemy,
jest nieskonczony, ale do jego opisu uzywamy jedynie zbioréw skonczonych. Taka
matematyka ukladéw skonczonych, tworzacych $wiat potencjalnie nieskoniczony,
jest juz bardzo bogata i mozna przypuszczaé, ze wszelkie walory i cala
uzytecznosé matematyki moze by¢ w ramach tej matematyki pokazana. Gdyby
zatem na tym poprzestaé, to na pytanie ,,po co matematykowi nieskoniczonosé?”,
mozna by odpowiedzie¢ wymijajaco. Nieskonczonosé — jako pojecie — nie jest
potrzebna, jako brak wiezéw ograniczajacych rozmiary badanego swiata — jest
nieodzowna.

W ramach tej matematyki nie mozna by jednak formulowaé globalnych
wlasnosci rozpatrywanych twordw, to znaczy wtasnosci twordéw jako catosci.
Chodzi tu o takie wlasnosci, ktore nie dotycza i nie wyrazaja sie¢ przez wlasnosci
zadnego skonczonego ukladu, ale moga, na przyktad, te wlasnoéci skonczonych
ukladéw przybliza¢, by¢ granicznym przypadkiem, lub te wlasnosci usredniac.
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Rozwigzanie zadania F 691.
Indukowana w poruszajacych sie
przewodnikach sila elektromotoryczna
wynosi

E1,2 =T ,2m1,2 F IoRo.
Z prawa Faradaya wiemy, ze

E1,2 = Blvy 2.

Poniewaz Iy = I; — Iz, zatem

E1ro — Ear

hy=———"—“ =
rir2 + Ror1 + Ror2
v1T2 — V2Tl

2

co daje Ip = 3,6 mA.

rir2 + Ror1 + Ror2

To przejscie do granicy jest znakiem wyjécia poza ramy matematyki
korzystajacej jedynie z potencjalnej nieskonczonosci badanego tworu.
Faktycznym obiektem badan staja sie nieskonczone zbiory jako caltosci.
Formalnie to przej$cie mozemy okresli¢ jako dotaczenie do zmiennych rowniez
tych, ktére przebiegaja zbiory nieskoniczone. W tej matematyce pojawia sie juz
stowo nieskornczony.

To rozszerzenie zakresu badan o wlasnoéci globalne pozwala na wypowiedzenie
pewnych wlasnosci niewidzialnych z perspektywy zadnego z osobna uktadu
skonczonego, ale odnoszacych sie z pewnym przyblizeniem do wtasnosci
ukladéw skonczonych. Jako przyklad wezmy funkcje zeta Riemanna zawierajaca
informacje o zbiorze wszystkich liczb pierwszych. Matematycy uciekli w ten
sposob od trudnych do wyslowienia i uporzadkowania badan uktadow
skoniczonych. Jest to zatem pewien wyraz niemocy, ale takie rozszerzenie
zakresu badan okazalo sie niezwykle owocne, rozszerzylto problematyke

i przydalo matematyce nowej mocy i blasku. Pojawily sie nowe rozumowania
korzystajace juz z poje¢ zwiazanych z nieskoniczonoscia. Pozwolily one rozwiazaé
wiele otwartych probleméw, w tym probleméw starej, jedynie potencjalnie
nieskoniczonej matematyki (do ktérej, na przyklad, nalezy Wielkie Twierdzenie
Fermata). Czy mozna by je rozwiazaé¢ starymi metodami, niekorzystajacymi

z nieskonczonosci? Chyba nie.

W zakres tej rozszerzonej problematyki weszty tez badania nad sama
nieskonczonoscia. Okazalo sie, ze nie wszystkie nieskonczonoéci liczbowe sa
takie same i to, co tu najwazniejsze, oprocz najtatwiejszej do zrozumienia
nieskonczonosci przeliczalnej mozna rozwazaé nieskonczonosci nieprzeliczalne.
Czy nie wystarczyloby rozwazanie jedynie zbioréw przeliczalnych? Formalnie,
czy nie wystarczyloby ograniczenie sie do zmiennych, ktére przebiegaja zbiory
przeliczalne, by juz wypowiedzie¢ i udowodnié wszystkie podstawowe rezultaty
wspotczesnej matematyki?

W matematyce slowem nieskoriczonosé postugujemy sie przede wszystkim

w znaczeniu liczebnosci zbioru. W teorii mnogosci definiujemy zbidr
nieskonczony jako ten, ktory jest réwnoliczny ze swoim podzbiorem wtasciwym,
co jest réwnowazne temu, ze dla kazdego zbioru skoiczonego (to znaczy:

ktéry nie jest nieskoficzony) zawiera podzbidér z nim réwnoliczny. Oprécz

tego podstawowego uzycia, nieskonczono$é wystepuje w zestawieniach

punkt w nieskonczonosci, nieskonczenie male otoczenie punktu, z reguly

dla podkreslenia, ze mamy do czynienia z sytuacja, w ktorej konstrukcja
omawianego obiektu wymagataby nieskonczenie wielu, w sensie liczebnosci,
pewnych standardowych krokéw. Jednakze, chociaz w matematyce wszystkie
znaczenia slowa nieskonczono$é mozna sprowadzi¢ do nieskonczonosci liczbowej,
to pierwotne geometryczne intuicje, na przyklad nieskoriczonej rozcigglosci
plaszczyzny, moze nie maja liczbowych zrédel. Mozna jednak nadaé¢ im liczbowe
uzasadnienia.

Stowo nieskonczony spotyka sie tez w teologii. Nie ma ono tam tak Scisle, jak

w matematyce, okreslonego sensu, ale zapewne intuicyjnie ma mie¢ te same
wlasciwoéci i wobec tego nieskonczonosé matematyczna, jesli jest taka potrzeba,
moze shuzy¢ jako model nieskonczonodci teologiczne;j.

Zwykle przy okazji nieskonczonosdci méwi sie o bardzo duzych liczbach. Zdajemy
sobie jednak sprawe z tego, ze pojecie duzej liczby ma charakter wzgledny.
Zalezy od skali. Ostatecznie trzy miliardy to tylko trzy, tyle ze miliardy. Dla
napisania tej liczby wystarczy 3 i potem juz same nieznaczace zera. Obiektywne
jest tu to, ile cyfr znaczacych trzeba napisa¢, by dang liczbe okreslic. W naszym
codziennym zyciu zapewne wystarczyloby pie¢ cyfr znaczacych, w réznych
naukach moze nalezaloby zwiekszy¢ te liczbe do dziesieciu. Jednak rekordy bija
tu banki. Numer w banku zawiera 26 cyfr, ale jest to raczej seria znaczkdéw, a nie
liczba. Natomiast w praktycznej, na co dzien uzywanej kryptografii, w bankach
uzywa sie liczb (prawdziwych liczb bedacych przedmiotem dodawania, mnozenia,
itp.) o kilkuset cyfrach znaczacych. Tak duzych liczb juz w przyrodzie nie ma,
wymy$lili je sami ludzie. Zreszta nieskoniczonosé tez.
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