Rys. 1

Rys. 2

Maia deld

O polu wieloboku

Jak dobrze wiemy ze szkoly podstawowej, pole P tréjkata ABC

réwne jest potowie iloczynu dowolnej z jego wysokosci i dtugosci boku,
wzgledem ktérego wysokosé te wyznaczono. Zatézmy dla uproszczenia,
ze A znajduje si¢ w poczatku uktadu wspédlrzednych i ze wspotrzedne B
oraz C' to odpowiednio (x,y) oraz (z’,3"). Niech ponadto punkt K ma
wspOtrzedne (1,0), a o i 8 beda miarami katéw skierowanych K AB oraz
KAC.

Wéwecezas

pP= %|AB| h= %|AB| JAC]sin(B — o) =

= %|AB| -|AC|(sin S cos @ — sinacos B) = = (zy’ — z'y).
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Wyrazenie postaci zy’ — 2’y jest znane w matematyce i nazywa sie

w i : A i Y
YZNACZnIkLem macilerzy 2 y, oznacza s1€¢ go CZQStO yl .

Uméwmy sie jednak, ze bedziemy mowi¢ tez o wyznaczniku pary punktow
B=(z,y)iC=(2"y):

xl

det(B,C) = zy’ — 2'y.
Mamy zatem wzdr na pole tréjkata ABC
(1) P = 5 det(B,0).

Zauwazmy przy tym, ze jesli punkty B i C' zamienimy miejscami, to
otrzymamy wynik ujemny, czyli wzér (1) daje nam wartosé pola tréjkata
ABC tylko wtedy, gdy punkty A, B i C' ulozone sa przeciwnie do ruchu
wskazéwek zegara, czyli — jak to zazwyczaj moéwimy — prawoskretnie.

W przeciwnym za$ przypadku (1) bedzie liczba przeciwna co do wartosci
do tego pola. Z tego powodu, jesli wzér (1) pojawia sie w szkole Sredniej,
to dodatkowo wstawia si¢ w nim wartos¢ bezwzgledna wyznacznika.

Nie uzywajac takich sztuczek, zobaczymy, ze sytuacja, w ktorej wynik
wychodzi ujemny, moze by¢ nam na reke.

Sprébujmy zatem uwolnié sie¢ od zatozenia o A. Rozpatrzmy tréjkat
w polozeniu ogélnym i poprowadzmy odcinki taczace jego wierzchotki
z ©, poczatkiem uktadu wspdirzednych.

Wéwecezas

Pipc = Poap + Popc — Poac = (det(A,B) —{—det(B,C) +det(C’, A))
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Rys. 3

A=(-1,1)

Rys. 4

Rozwazmy teraz dowolny czworokat wypukly ABCD. Wéwczas,
oczywiscie, pole

Papep = Pasc + Pacp =
_ %(det(A, B) + det(B, C) + det(C, A)+
+det(4, C) + det(C, D) + det(D, A)) =
— %(det(A, B) + det(B, C) + det(C, D) + det(D, A)),
edy? det(C, A) = — det(4, C).

Indukcyjnie dowodzimy, ze dla dowolnego wieloboku wypuktego
AA, ... A, zachodzi

1 n—1
(2) PAlAzmAn = 5(2 det(Aj,Aj+1) +d€t(An,A1)>
j=1

Wykorzystujemy przy tym fakt, ze dowolna przekatna dzieli wielobok
na dwa wieloboki o mniejszej liczbie bokéw.

Nieco wiecej zachodu sprawiaja wieloboki niewypukte, bo na pierwszy
rzut oka nie wida¢ dlaczego i w tym przypadku znajdziemy przekatna
zawarta we wnetrzu wieloboku.

Przenumerujmy wierzchotki wieloboku tak, by kat przy A; byl mniejszy
niz 180°. Jezeli odcinek A, As zawarty jest we wnetrzu wieloboku, to jest
on szukang przekatna. W przeciwnym przypadku w tréjkacie A, A; A,
znajduja sie jakie$ inne wierzchotki wieloboku. Przez kazdy z nich
poprowadzmy prosta réwnolegla do prostej A, As. Niech prosta, ktéra
znajduje si¢ najblizej punktu A, bedzie wyznaczona przez punkt A;
(rys. 3). Wtedy odcinek A;A; jest szukana przekatna catkowicie zawarta
we wnetrzu wieloboku. Zatem wzér (2) jest prawdziwy dla dowolnego
wieloboku.

Przyklad. Obliczmy pole obszaru z rysunku 4.

Mamy
1f|-1 1] |0 o] |2 1
PAIAQ"'A9:§{ 0 0‘+‘2 1‘+‘2 1‘+
o 1| |5 2| |4 3
45=(5,2) BE 2‘+’4 3‘+’3 2‘+
3 2] |1 4] |1 2
T 4’+‘1 2’+’1 1‘}
= S0+0-44947-14+10-2+3) =
22
=3 =11

Studenci kierunkéw $cistych poznaja ogdlny wzér na obliczanie pola
powierzchni ograniczonej w miare porzadna krzywa, ktéry — zastosowany
do wielobokéw — przyjmuje postaé (2). Wyprowadzenie tego wzoru
wymaga jednak zaawansowanych technik analizy matematycznej. Tutaj
wystarczyl nam prosty wzér na pole trojkata. . .

Matqg Delte przygotowal Adam KOLANY

PS. Autor serdecznie dzigkuje za cenne uwagi Teresie Kurkowskiej
i Dariuszowi Bakowskiemu.
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