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Martyngaty Rafal SZTENCEL
Jas i Malgosia graja w orla i reszke symetryczng moneta. Gdy wypadnie orzel,
Jas wygrywa zlotowke, w przeciwnym razie zltotéwke wygrywa Malgosia.

Ze wzgledu na symetrig gra jest sprawiedliwa: srednia wygrana Jasia w kazdej
turze jest zerowa. Co wiecej, jesli, na przyklad, w pewnej chwili Jas wygrat
juz 7 zlotych, to $redni przyrost wygranej w dalszej grze (jesli gra sie ustalona
liczbe tur) jest zerowy, jako ze w kazdym momencie gra niejako zaczyna sie od
poczatku i jej przebieg nie zalezy od historii.

Jas uméwit sie z Malgosia, ze zagraja trzy razy. Postanawia jednak wykorzystac
swoja przewage fizyczna i zakonczy¢ gre, gdy tylko jego taczna wygrana osiagnie
1 z1. Niewiele mu z tego przyjdzie. Jesli nawet Malgosia nie obrazi sie i pozwoli
mu realizowaé opisang taktyke, Jas sam dojdzie do wniosku, ze $rednia wygrana
jest nadal zerowa, chociazby wypisujac (jak obok) 8 mozliwosci przebiegu gry.

By¢ moze Jas dowie sie na studiach (zapewne z pozyczonych notatek Malgosi),

Tlustym drukiem zaznaczono faktycznie
rozegrane tury. Uwazny Czytelnik

ze mial do czynienia z procesem stochastycznym zwanym martyngalem, czyli

stwierdzi, ze zmalala wariancja wygranej. ciagiem zmiennych losowych (X,,) o nastepujacej wlasnosci:

EXpi1|Xn, ., Xo)=Xn, n=0,1,2,...
Definicja martyngalu wymaga pojecia warunkowej wartosci oczekiwanej. Sens
intuicyjny jest taki: jesli znam historie procesu do chwili n, a w szczegdlnosci
wiem, ze wygralem juz X,, zlotych, to moja srednia wygrana w chwili n + 1
bedzie réwna X, (czyli $redni przyrost wygranej bedzie zerowy). Definicje te
mozna uwazaé za formalizacje pojecia gry sprawiedliwej. Zwréémy uwage, ze
z definicji martyngatu wynika, iz

EXp41 = E(E(Xp11|Xn,...,X0)) = EX,,.
Taktyka Jasia polegala na zastopowaniu martyngalu w chwili, gdy albo wygra
1 z1, albo rozegra umoéwione trzy tury. Wniosek z podstawowego twierdzenia
teorii martyngaléw — twierdzenia Dooba — méwi, ze gdy moment stopu jest
ograniczony, to srednia wygrana pozostanie w dalszym ciggu rowna wielkosci
FE X, niezaleznej, jak stwierdziliSmy, od n.

Moment stopu nie moze by¢ dowolna zmienna losowa. Musi on odpowiadac
taktyce dajacej sie zrealizowa¢. Na przyktad taktyka, polegajaca na wycofaniu
sie z gry, gdy wygrana osiagnie globalne maksimum, jest doskonata,

ale wymagataby przewidywania przyszlosci.

Jesli czas gry jest nieograniczony, to wygrana Jasia z prawdopodobienstwem 1
osiagnie dowolna warto$é (np. 1000000 zt). Niestety, $redni czas oczekiwania

na te chwile jest nieskonczony. Jas musialby mie¢ zatem nieograniczony kapital
(lub kredyt).

Stowo ,martyngal” pochodzi prawdopodobnie

od miejscowosci Martigues w Prowansji. Wedlug
niektérych zrédel, mieszkancy Martigues oddawali
sie z upodobaniem grom hazardowym. Przypisuje
im sie metode gry, zwana martingale i polegajaca
na podwajaniu stawki po kazdej przegranej. Latwo
stwierdzi¢, ze gwarantuje to wygrana rowna jednej
stawce érednio w dwéch turach, ale tez wymaga —
$rednio — nieskonczonego kapitatu. Istotnie, wygrana

w k-tej turze jest réwna —1 —2 —22 — .. — 2kl 4 2k —

= 1, angazuje kapital 2¥ — 1 z prawdopodobiefistwem
27%_ czyli niezbedny kapitatl wynosi $rednio

o0 o0

Dok -1 =) "(1-27%) = +o0.

k=1 k=1
Ponadto z ogdlnej teorii wynika, ze kazda metoda
obstawiania przeksztalca martyngal w martyngat, wiec
niewielka z niej korzysé.
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Martingale po angielsku i francusku oznacza takze
element uprzezy konskiej: rzemien taczacy popreg

z nachrapnikiem, munsztukiem lub wedzidlem. Dzieki
niemu kon nie podrzuca tbem podczas biegu. Jeden

z tworcow teorii, Joseph Doob, sfotografowal sie nawet
z takim martyngatem.

Czytelnik moze sie sfotografowac z caltkiem sensownym
modelem fizycznym martyngatu. Wystarczy

pojecha¢ do Barcelony. W podziemiach bazyliki

La Sagrada Familia jest wystawa szkicow i modeli,
wykonanych przez jej tworce, Gaudiego, miedzy innymi
zrownowazony uklad ciezarkow, rozpiety na szkielecie
w ksztalcie drzewa (na ten przyklad martyngatu zwrécit
mi uwage prof. Stanistaw Kwapiei). W nastepnym
odcinku sprébujemy zdefiniowaé momenty stopu

i udowodni¢ twierdzenie Dooba za pomoca takiego
wlaénie modelu.



