Kolorowanie wierzcholtkéw kwadratu 1 szeScianu

Wojciech GUZICKI™

Przyklad 1. Wierzcholki kwadratu mozna dwoma kolorami pokolorowaé
na 16 réznych sposobdéw:
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Przyklad 2. Gdy za geometrycznie nierozréznialne uznamy te pokolorowania,
ktére roznia sie jedynie polozeniem kwadratu, czyli takie, dla ktérych istnieje
izometria kwadratu nakladajaca jedno z nich na drugie (np. obrét o 90°
naklada drugie na trzecie narysowane wyzej pokolorowanie), to geometrycznie
rozréznialnych pokolorowan dwoma kolorami bedzie 6.
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Przyklad 3. Uzywajac trzech koloréw, mozna pokolorowaé¢ wierzchotki
kwadratu na 21 geometrycznie rozréznialnych sposobéw.
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Przyklad 4. Fizycznie realizowalne izometrie szeécianu, nakladajace go

na siebie, to jedynie obroty. Istnieja 23 fizycznie rozréznialne pokolorowania
wierzchotkow szeécianu dwoma kolorami.
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Izometrie szeScianu to jednak nie tylko obroty, lecz takze symetrie. Dlatego
tez geometrycznie rozréznialnych pokolorowan wierzchotkéw szescianu jest
mniej: 22. Pozostawiamy Czytelnikowi odnalezienie na rysunku tej pary
pokolorowan, ktére fizycznie sie réznia, lecz geometrycznie — nie.

Widzimy wiec, ze liczba rozréznialnych pokolorowan zalezy od tego, jak
okreslimy nierozréznialnosé pokolorowan. Dogodnie jest uzywaé tu terminologii
algebraicznej.

Zajmowac sie bedziemy tylko przeksztalceniami zbioréw skoniczonych. Grupg
przeksztalceni zbioru X na niego samego nazywamy taki (niepusty) ich zbiér G,
ze wraz z dwoma przeksztalceniami « i # naleza do niego ich zlozenie 5o «

i przeksztatcenia odwrotne o', 3~!. Najwieksza grupa przeksztalcen zbioru X
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to grupa jego permutacji, wszystkie inne sa w niej zawarte (sa jej podgrupami).
Kazda permutacja daje si¢ przedstawié jako suma cykli — piszac (1,2, 3),
bedziemy mieli na my$li cykliczna zamiane 1 na 2, 2 na 31 3 na 1. Oto rozktad
na cykle wszystkich oSmiu elementéow grupy przeksztalcen wierzchotkdw
kwadratu na siebie:
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Symbol | X| oznacza liczbe elementéw
zbioru X. Poniewaz rozpatrujemy tylko
zbiory skoriczone, wigc jest to liczba
naturalna.

Jedli G jest pewna grupa przeksztalcen zbioru X oraz z € X, to zbior

O(z) :={m(z): 7€ G}
nazywamy orbitq x (ze wzgledu na G). Z kolei charakterem przeksztalcenia m
nazywamy liczbe jego punktéw statych w X:

x(m) = {z e X : m(z) =}
Przyjmiemy bez dowodu nastepujacy fakt, wiazacy te pojecia.
Lemat Burnside’a. Liczba orbit ¢(G) w zbiorze X ze wzgledu na grupe G jest

réwna
1
@ : Z x(m).

TeG
Tyle o narzedziach. Powr6¢émy do sprawy kolorowan.

Niech bedzie dany zbior skoniczony A. Kolorowaniem zbioru A nazwiemy
dowolna funkcje ¢: A — {1,... k}. Méwimy tez wtedy, ze elementy zbioru A
kolorujemy za pomoca k koloréw (nawet jesli nie wszystkie kolory zostaly
uzyte). Niech K bedzie zbiorem wszystkich kolorowan zbioru A za pomoca

k koloréw. Przypusémy nastepnie, ze dana jest pewna grupa G przeksztalcen
zbioru A na siebie — za jej pomoca definiujemy teraz grupe G* przeksztalcen
zbioru K. Dla dowolnego przeksztalcenia m € G definiujemy przeksztalcenie

7% K — K wzorem 7*(c) := con~t. Wreszcie przyjmujemy G* := {7* : 7 € G}.
Cwiczenie. Udowodnié, ze jesli k > 2, m,0 € G oraz 7 # o, to 7 # o*.

W szczegblnosci, ze |G*| = |G].

Moéwimy teraz, ze dwa kolorowania ¢ i d zbioru A sa nierozréznialne (ze wzgledu

na grupe G), jedli istnieje takie przeksztalcenie m € G, ze 7*(c) = d.

Przyklad 5. Popatrzmy na nastepujace dwa kolorowania kwadratu, c i d
(dla latwiejszego zapisu uméwmy sie, ze kolorowi bialemu odpowiada liczba 1,
niebieskiemu 2 i czarnemu 3 — sa to wiec kolorowania {1,2,3,4} — {1,2,3}).
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Zauwazmy, ze kolorowanie d powstato przez to ,,obrécenie” kolorowania c, ktore
nazwali$my 3. Sprawdzimy, ze rzeczywiscie d = 75 (c). Mianowicie

m3(c)(1) = e(mz (1)) = ¢(2) = 1 = d(1),
m5(c)(2) = e(m5 ' (2)) = ¢(3) = 3 = d(2),
m5(c)(3) = e(m3 ' (3)) = c(4) = 2 = d(3),
m5(c)(4) = e(my ' (4)) = c(1) = 3 = d(4).

Przypu$émy teraz, ze dany jest zbiér A i pewna grupa jego przeksztalcen.
Rozwazmy zbiér K kolorowan zbioru A za pomoca k koloréw i grupe G*
przeksztalcen zbioru K. Wéwczas liczba orbit grupy G* jest rowna

tG )2?' Z X(U)ZE'ZX(W ).
G 4. Gl =
Dla dowolnego przeksztalcenia m € G chcemy obliczyé x(7*). Przypusémy zatem,
ze ¢ € K. Zauwazmy, ze nastepujace warunki sg rownowazne:

() = ¢,
cowfl:c,
c=coTm

Va € A (¢(n(a)) = c(a)).

Ostatni warunek jest réwnowazny temu, ze wszystkie elementy tego samego
cyklu (w rozkladzie permutacji 7 na cykle) sa pokolorowane tym samym
kolorem.
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Zatem, jedli z(m) oznacza liczbe cykli permutacji 7, to

x(r) = b0,
Stad otrzymujemy wzér na liczbe rozréznialnych kolorowan — jest to przeciez
liczba orbit w K wzgledem G*:

1
oy = LY R,
|G| TeG
‘ Whiosek 1. Liczba cykli o$miu izometrii kwadratu (patrz strona 1) to
odpowiednio
4,1,2,1,2,2,3,3.

Zatem liczba geometrycznie rozréznialnych kolorowan wierzchotkéw kwadratu za

- pomoca k koloréw jest réwna
1 1
g(k4+k3+k’2+k’+k2+k’2+k3+k3) = g(k4+21~c3+3kQ+2k).

I (prosze sprawdzi¢) dla k = 2 otrzymujemy 6, a dla k = 3 mamy 21
rozréznialnych geometrycznie kolorowan, co obliczyliémy juz poprzednio

,ha piechote”. Ale teraz mozemy obliczy¢ liczbe rozréznialnych kolorowan dla
dowolnej liczby kolorow!

Aby wyprowadzi¢ analogiczny wzér na liczbe fizycznie rozréznialnych kolorowan
wierzcholkéw sze$cianu, musimy przyjrzeé sie jego grupie obrotéw (czyli
fizycznie realizowalnych izometrii).

Grupa ta sktada sie z 24 obrotéw. Pierwszym z nich jest identycznosé —
oczywiscie ma ona osiem cykli: (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8).
Nastepnie mamy 3 obroty wokdl osi przechodzacej przez érodki przeciwlegltych
$cian (sa trzy takie osie).
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4 1 3 4 2 3
obrét 0 90° (1,2,3,4)(5,6,7,8)  obrét o 180° (1,3)(2,4)(5,7)(6,8) obrét o 270°% (1,4, 3,2)(5,8, 7, 6)

7Z kolei mamy obrét wokol osi przechodzacej przez srodki przeciwleglych
krawedzi (jest 6 takich osi) i 2 obroty wokot osi przechodzacej przez przeciwlegle
wierzcholki (sa 4 takie osie).
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obrét o 180°: (1,5)(2, 8)(3,7)(4, 6) obrét o 120% (1, 3,6)(2)(4,7,5)(8) obrét o 240°: (1,6, 3)(2)(4,5,7)(8)

Whiosek 2. Dla realizowalnych fizycznie izometrii sze$cianu mamy zatem jedna
permutacje o 8 cyklach, 6 permutacji o 2 cyklach i 17 permutacji o 4 cyklach.
Stad wynika, ze liczba fizycznie rozréznialnych kolorowan szescianu k kolorami
jest rowna
L s 4 2
ﬂ(k + 17k% + 6k7),
co dla k = 2 daje 23 (to juz poprzednio ustaliliémy), a np. dla k = 3 mamy 333.
Whiosek 3. Grupa wszystkich izometrii szeScianu sklada si¢ z 48 izometrii.
Wiéréd tych permutacji zbioru wierzcholtkéw jedna permutacja ma 8 cykli, 6 ma
6 cykli, 21 ma 4 cykle i 20 ma 2 cykle. Zatem liczba kolorowan geometrycznie
rozroznialnych jest réwna
1
48
co dla k = 2 daje 22 kolorowania (to tez ustaliliémy), a np. dla k = 3 daje ich
267.

(K® 4 6k° + 21K 4- 20K?),
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