Pierdcien to struktura algebraiczna
zbudowana podobnie do liczb
calkowitych: w zbiorze okreslone jest
dodawanie i mnozenie, przy czym
dodawanie jest laczne i przemienne,
istnieje zero (czyli element neutralny
dodawania) i kazdy element ma element
przeciwny, zachodza takze prawa
rozdzielnodci

a-(b+c)=a-b+a-c
i(b+c)-a=b-a+c-a.

Pierscieni jest taczny (jest przemienny),
gdy mnozenie jest laczne (jest
przemienne); jest pierécieniem z jedynka,
gdy jest w nim element neutralny
mnozenia; jest pierécieniem z dzieleniem,
gdy kazdy element niezerowy ma element
odwrotny. Itd.

Przyktad:
(14 2i — 35 +4k)(2 —i+j — 3k) =
=2+ 4i — 65 + 8k—
— i —2i% + 3ji — dki+
+ 5+ 245 — 357 + 4kj—
— 3k — 6ik + 9jk — 12k% =
=2+ 4i — 65 + 8k—
—i+2— 3k —4j+
+j+ 2k 43— 4i—
—3k+6j+9i+12=
=19 + 8i — 3j + 4k

Cialo reszt Z,, gdzie p jest liczbg
pierwszg, to pierécien ztozony z liczb
0,1, ...
okresla si¢ jako reszte z dzielenia
standardowego wyniku przez p. Jest to
pierécien laczny, przemienny z jedynka
i z dzieleniem.

, p— 1, w ktérym wynik dziatania
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Wydawaloby sie, ze pierScienie nieprzemienne (patrz margines) to abstrakcyjne
obiekty, ktore zyja swoim wlasnym zyciem i maja niewiele wspélnego

z zagadnieniami matematyki szkolnej. Okazuje sie, co pewnie dla niejednego
bedzie sporym zaskoczeniem, ze moga czasami ulatwiaé (jesli sie dysponuje

na ich temat nawet tylko bardzo podstawowa wiedza) rozwigzanie pewnych
zagadnien matematyki elementarnej. Pokazemy tutaj, jak postugujac sie
elementarna wiedza z teorii pierécieni nieprzemiennych, mozna dowies¢
twierdzenia Lagrange’a, ktére méwi, ze dowolna liczba naturalna jest suma
czterech kwadratow liczb caltkowitych.

Bedziemy korzystali jedynie z podstawowych poje¢ i najprostszych faktow z tej
teorii. Istotna role odegraja pierécienie kwaternionow, ktore okaza sie ,jak
skrojone” do naszych celéw. Oto, co trzeba o nich wiedziec.

Kuwaterniony Hamiltona to wyrazenia postaci ¢ = ag + a1i + aoj + ask, gdzie

a; sa liczbami rzeczywistymi, nazywanymi wspdlczynnikami ¢, natomiast

i, j, k sa pewnymi symbolami. Dwa kwaterniony sg réwne wtedy i tylko wtedy,

gdy ich odpowiednie wspélczynniki sa réwne. Kwaterniony dodaje sie ,,po

wspélrzednych”, czyli dodajac odpowiednie wspotczynniki. Okresla sie tez ich

mnozenie, ktére wywodzi sie z regut

Pt=j =k =-1
jk=—kj=1, ki=—ik=j

oraz zwyczajnego mnozenia liczb rzeczywistych i ich przemiennosdci z i, 7, k.

ij = —ji =k,

Zbiér kwaternionéw z tak okreslonymi dziataniami jest nieprzemiennym
pierscieniem lacznym.

7 kazdym kwaternionem q = ag + a1? + a2j + ask wiaze sie jego sprzezenie
G = ap — a1i — azj — agk oraz norme¢ N(q) = a2 + a3 + a3 + a3. Latwo sprawdza
sie, ze zachodzi q¢ = ¢ = N(q) oraz q1 - g2 = @2 - G1.-

Z tych zaleznosci wynika natychmiast, ze N(q1q2) = N(q1)N(g2). Rozpisujac
te rownos¢ w zaleznosci od wspotezynnikow, otrzymujemy tozsamosé Eulera,
ktéra w skrocie mozna wypowiedzie¢ tak: iloczyn sumy czterech kwadratéow
przez sume czterech kwadratow jest sumg czterech kwadratéow. Tozsamo$é ta
pozwala natychmiast zredukowaé¢ dowod twierdzenia Lagrange’a do wykazania,
ze dowolna liczba pierwsza jest suma czterech kwadratéw liczb catkowitych —
zatem tym sie dalej zajmiemy.

Zauwazmy, ze jesli ¢ # 0, to N(q) # 0 oraz q% =1, a wigc dowolny niezerowy
kwaternion jest odwracalny (czyli kwaterniony Hamiltona tworza pierscien
z dzieleniem).

Nietrudno sobie wyobrazié¢, ze analogicznie jak kwaterniony Hamiltona mozna
budowaé kwaterniony o wspétczynnikach innych niz rzeczywiste (nawet
wzietych z dowolnego pierécienia), otrzymujac takze pierscienie. Dalej bedziemy
wykorzystywali kwaterniony H(Z) o wspdlczynnikach catkowitych, H(Q) —

o wspélezynnikach wymiernych i H(Z,) — o wspélczynnikach z ciala reszt
modulo p, gdzie p jest ustalong liczba pierwsza.

Nietrudno sprawdzié¢, podobnie jak dla kwaternionéw Hamiltona, ze H(Q)
jest takze pierscieniem z dzieleniem i zauwazy¢, ze H(Z) nie jest pierdcieniem
z dzieleniem. Z nastepujacego lematu wynika, ze réwniez H(Z,) nie jest
pierécieniem z dzieleniem.

Lemat 1. Dla dowolnej liczby pierwszej p istniejq takie x,y € Z,,, ze
2 +y?+1=0.

4



aX to zbiér ztozony z elementéw X
przemnozonych przez a

S

Dowdd. Dla p = 2 lemat jest oczywisty. Zalézmy wiec, ze p > 2. Zauwazmy, ze
dla dowolnych a,b € Z,,, jest a* = b* wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi a = +b.
Oczywidcie, a = —a wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0. Zatem zbiér Z, \ {0} mozna
B ;1 par, ktére odpowiadaja réznym kwadratom elementéw Z, \ {0}.
W efekcie zbiér {22 | z € Z,} zawiera dokladnie % elementéw. Tyle samo
ma tez, ,przesuniety” o 1, zbiér A = {z? + 1|z € Z,} i zbiér ,przeciwny”
B={-y?|y € Z,}. Ale w Z, jest tylko p elementéw, wiecc A N B # (). Istnieja
zatem takie z,y € Z,, ze 22 +1 = —y?, czyli 22 +y> + 1 = 0.

rozbié na

Zauwazmy, ze z tego lematu wynika, iz istniejg takie z,y € Z,, ze dla
qg=1+zi+yj, q7 =0, co w szczegblnosci pokazuje, ze to ¢ nie ma w H(Z,)
odwrotnosci. Przechodzac do H(Z), mozemy na podstawie lematu powiedzieé,

iz istnieja takie liczby calkowite z,y, ze p | 1 + 22 + 2. Rozwazmy zwiazany

z tymi liczbami kwaternion ¢t = 1+ zi + yj i zbiér L = {q € H(Z) | qt € pH(Z)}.
Oczywiscie, pH(Z) C L oraz t € L\ pH(Z). Zauwazmy ponadto, ze L jest
wlasciwym ideatem lewostronnym H(Z) (tzn. L # H(Z) oraz dla dowolnych

a,b € L réwniez a+ b € L i dla dowolnego ¢ € H(Z), gqa € L).

Wykazemy teraz, ze, podobnie jak liczby catkowite, kwaterniony H(Z) mozna
dzieli¢ z reszta.

Lemat 2. Dia dowolnych xz,q € H(Z), jesli ¢ # 0, to istniejq takie y,r € H(Z),
zex =yq+r, przy czym N(r) < N(q). Jesli N(r) = N(q), to

o = (£1 i+ ]+ k).
Dowdd. Poniewaz g # 0 i H(Q) jest pierscieniem z dzieleniem, wigc istnieje takie
t=ag+ayi+azj+azk € H(Q), ze g~ ! =t, czyli x = tq. Niech b;, dla 0 <i < 3,
beda takimi liczbami calkowitymi, ze | a; — b; |[< 3 oraz

y =bo + b1i + baj + b3k

T = (t — y)q = ((ao — bo) + (a1 — bl)’L + (ag — b2)] + (a3 — bg)k)q
Oczywiscie, x = yq + r. Poniewaz z,yq € H(Z), wiec réwniez r = x — yq € H(Z).
Teraz

N(r) =N(t —y)N(q) =

=((ao = bo)? + (a1 — b1)* + (a2 — b2)* + (a3 — b3)*)N(q) <
<(4-7)N(9) = N(q)
i N(q) jest réwne N(r) wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie réznice a; — b; sa
rowne +1, a wiec gdy 2r = (£1 +i+j + k)q.
Mozemy stad uzyskaé¢ prosty dowod twierdzenia Lagrange’a. W tym celu
wystarczy wykazaé, ze p = N(q) dla pewnego ¢ € H(Z). Poniewaz dla p = 2
jest to oczywiste, zakladamy, ze p > 2. Wybierzmy w L kwaternion q ¢ pH (Z)
o mozliwie najmniejszej normie. Mozemy go przedstawi¢ w postaci
q=w+ co+ cri+ coj + c3k,
gdzie w € pH(Z) oraz ¢; sa takimi liczbami calkowitymi, ze

—1 —1
—p?<ci<pT.

Teraz N(q — w) < 4(1)_41)2 < p?iq—w € L. Z minimalnoéci N(q) wynika wiec,
ze N(q) < p?. Oczywiécie, N(q) = qq € L. Poniewaz L # H(Z), wiec 1 € L i,

w szczegblnosdei, N(q) # 1. Z Lematu 2 otrzymujemy, ze p = yq + r dla pewnych
y,r € H(Z), przy czym N(r) < N(q). Poniewaz L jest idealem lewostronnym
H(Z), wiec r =p —yq € L. Zatem jesli N(r) < N(g), to z minimalnosci N(q)
oraz z tego, ze dla 0 # a € pH(z) jest N(a) > p?, wynika, ze r = 0, czyli
p=1yqip?= N(p)= N(y)N(q). Stad, z faktu, Ze p jest liczba pierwsza oraz

7 tego, ze 1 < N(q) < p? wynika, iz p = N(q). Zatézmy wiec, ze N(q) = N(r).
Wéwezas, na podstawie Lematu 2, mamy 2p = (2y £ 1 +4 + j &+ k)q. Zauwazmy,
ze N(2y+1+i+j=+k)=4n dla pewnej liczby naturalnej n. W efekcie

4p? = N(2p) = 4nN(q). Poniewaz 1 < N(q) < p?, wiec p = N(q) i twierdzenie
Lagrange’a jest udowodnione.
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